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1 Einleitung

Dieser Teil behandelt grundlegende Eigenschaften des vollstdndigen und unvollstindigen el-
liptischen Integrals erster Art sowie der Jacosr'schen elliptischen Funktionen. Leider ist die
(fiir den Ingenieur zumutbare) deutschsprachige Literatur zu diesen Themen nicht unbedingt



2 Elliptische Integrale

zahlreich, so daB3 sich viele Quellenverweise auf idltere oder englischsprachige Werke bezie-
hen.! Als Ubersichten sind hier vor allem [WW?27, Pil54] und natiirlich [AS72] zu nennen,
weitere Tafeln und ansprechende Abbildungen enthdlt z. B. [JE52]. AusschlieBlich diesem
speziellen Thema widmen sich [Ach70], [Tri48] und (nebst einer Einfithrung in die Funk-
tionentheorie) auch [HurOO]. Weitere Details mit einer Unmenge von Formeln findet man un-
ter anderem in [Cay76] und [Web91]. Alle diese Quellen befassen sich (in unterschiedlicher
Tiefe) auch mit der Transformationstheorie der elliptischen Funktionen, in [Koe74] wird von
doppelt-periodischen Funktionen im Allgemeinen ausgegangen. Nicht zu vergessen seien au-
Berdem [Jac29] bzw. [BWO1] sowie [LLeg28], welche als Ursprungswerke anzusehen sind.

Alle im weiteren dargelegten Beweise stiitzen sich fast ausschlieBlich auf die bekannten Grund-
regeln der hoheren Mathematik und sollten deshalb fiir Ingenieure technischer Fachrichtungen
nachvollziehbar sein.”

2 Elliptische Integrale

Elliptische Integrale sind Integrale der Form f R(w,x)dx, wobei R eine rationale Funktion von
w und x, w? dagegen eine kubische oder biquadratische Funktion von x ist.®> Alle diese Parame-
terintegrale lassen sich auf drei Grundformen reduzieren, die man das LEGENDRE sche Normalin-
tegral erster Art F(p; k), zweiter Art E(g; k) und dritter Art I1(¢p; k; n) nennt [AS72, 17.4.41 ff.],
[Tri48, 11, § 3], [Hur00, 1I-6, § 2].

F(¢-k)—fwd—¢
O J1-K2sin?¢
E(go;k):j:\/l—kzsinzg{)w

Mkim= [ 2
O (1+nsin2¢)+/1-k2sin®¢

Der allen gemeinsame Parameter k£ wird Modul genannt. Auflerdem ist mit

kK= N1-k? ey

'Einige der zitierten Biicher sind dafiir aber als Online-Ausgabe der Franzésischen Nationalbibliothek http://
gallica.bnf. fr im Internet einsehbar.

ZInsbesondere wurde auf die Einfiihrung der Theta- sowie WEIERsTRAB schen Funktionen, welche von vielen Auto-
ren gern zur eleganten Beweisfithrung verwendet werden, verzichtet (siehe z. B. in [Hur0O] und [Ach70]).

3Diese Integrale haben ihren Namen wegen der Rolle, die sie bei der Berechnung von Ellipsengrofen (insbesondere
der Bogenlinge) spielen.


http://gallica.bnf.fr
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ein komplementidres Modul definiert. Als hilfreich erweisen sich in vielen Féllen auch die bino-
mischen Darstellungen des Moduls.

2= (1=K)1+kK) K2 =(1-k)(1+k) )

2.1 Unvollstandiges elliptisches Integral erster Art
2.1.1 Definition

Lecenore’sche Normalform Das unvollstindige elliptische Integral erster Art ist in seiner
LeGenDRE-Form folgendermafien definiert

3)

i = [ ——
’ 0 \/1—k2sin2¢’

wobei mit k das Modul und ¢ die Amplitude bezeichnet wird.

Jacosi-Form  Mit der Substitution ¢ = sin ¢ in Gleichung 3 gelangt man zu der von C.G.J. JacoBt
bevorzugten Form.

X =sing 4)

X dr
F 0 k = 5
(5 fo VA =12)(1 -k2£2)

Beweis. Einsetzen der Substitution sowie der Ableitung d¢/d¢ = cos ¢ in Definitionsgleichung 3
fiihrt sofort zum Ergebnis

¢ dr
F(p; k) = f
9=0 cos ¢ \J1—-k2sin® ¢
dr

sing

o JA-DI-k2)

O

Um im weiteren die Eindeutigkeit zu gewéhrleisten und auflerdem eine einfache Schreibweise
des Integrals bei Verwendung des Argumentes x zu erhalten, soll auBerdem definiert sein:



2 Elliptische Integrale

* dr
F(x; k :f . 5
*(x ) 0 A(1=2)(1-k%2) 2

Riemann’sche Normalform Eine weitere, heute nicht mehr so geldufige Form, ist die Rie-
MANN’sche Form. Sie kommt zustande, wenn man in der JacoBr'schen Darstellung nach Glei-
chung 5 den Term ¢ = ¢ substituiert. Mit dem zugehdrigen Differential d& = 2zdt ergibt sich
SO

F(x; k)—lfﬁ dg
0 20 JEU-H (1K)

und letztlich (die nicht besonders gekennzeichnete) Riemann’sche Normalform des Integrals.

f d&
VEA=E(1 k%)

Gauss-Form Eine von C.F. Gauss intensiv verwendete Form des elliptischen Integrals erster
Art* ist

w d 1
f ! — “R(p:k),  w=bhtang ©6)
0 \(P+a®)(rP+Db?) 4
mit dem Modul
b 2
k=/1- (—) (7)
a

sowie dem komplementiren Modul (konform zu Definitionsgleichung 1)

k’:\/l—kzzg. 8)

Beweis. Um dieses Integral auf F(g; k) zuriickzufiihren, wird zuerst eine passende Substitution
nach [AS72, 17.4.41 ff.] gewihlt

tang = é )

4Weitere Integrale dieser Art, die alle Vorzeichenkombinationen der Summanden abdecken, sind in [AS72,
17.4.41 ff.] zu finden.
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und dann mit Hilfe von (tan¢)’ = 1 +tan” ¢ = cos~2 ¢ die Ableitung dt/d¢ gebildet.

dr
— =b(1 +tan’¢) =
do (1+tan"4) cos?

-

Einsetzen in das Ausgangsintegral ergibt

fw dt B f 4 d¢
0 ({2 +a®)(+b?) 0 \/a2 c052¢+b2 sin® ¢

4=

(1=b2/a?)sin’ ¢

(10)

Vergleich mit Formel 3 zeigt, daB§ es sich hier um das unbestimmte elliptische Integral erster Art

a~'F(g; k) handelt.’

O

Lecenore’sche Normalform mit Modulwinkel Manchmal wird das elliptische Integral erster

Art auch iiber den sogenannten Modulwinkel ®, mit k = sin®, angegeben.°

14 d
F(g; ©) =f i
0 ‘ll—sin2®sin2¢

2.1.2 Spezielle Werte

Der Funktionswert fiir ¢ = 0 ist trivial und direkt aus Definitionsgleichung 3 ersichtlich.

F(0; k) =

Fiir ¢ = /2 entartet die Funktion zum vollstiandigen elliptischen Integral erster Art K (k), wobei

k dann die Rolle des Arguments iibernimmt (vgl. Abschnitt 2.2).

5 de
F(E;k)=f ———— =K
0 J1-K2sin’¢

Der Funktionswert bei ¢ = m ergibt sich auf dieser Grundlage zu 2K (k).

SEin Vergleich mit Formel 5 fiihrt zur Relation w = bx (1 — x)~12,

5Diese Schreibweise ist in der elektrischen Filtertheorie recht verbreitet [Cau54], [Zve67].

(11)
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Beweis.
7T d¢
F(n;k):f —
0 J1-K2sin’¢
_f%d—¢+f”d—¢
0 J1-k2sin2¢ Vi \J1-K2sin®¢

: d
—K(k) - f i ?
0 \/1 — k2 sin’(¢ + 1)
=2K (k)
O
2.1.3 Spezielle Module
Fiir spezielle Module sind geschlossene Losungen des Integrals moglich.
¢
F(e; 0)=f dp=¢ (12)
0
¢ d ¢
F((p;l):f s :f secdde = In tan(£+z)‘ (13)
0 COS¢ 0 2 4

2.1.4 Funktionsverlauf

Zuerst sei auf Abbildung 1 verwiesen, die F(y; k) im Intervall 0 < ¢ < /2 darstellt. Relativ leicht
nachzuweisen ist, dal F(¢p; k) eine ungerade Funktion ist.

Beweis. Mit der Substitution —¢ = ¢ in der Definitionsgleichung des Integrals kann man schnell
beweisen, dall F(—¢; k) = —F(¢p; k) gilt.

¥ d —d
Fep= [ 2 [T ¥ R
=0 J1-k2sin%¢ V=0 \J1-k2siny
m}
F(yp; k) ist fiir alle ¢ eine monoton steigende Funktion. Die Begriindung liegt in Gleichung 16,

der ersten Ableitung von F(g; k). Fiir kleine Werte k gilt F(yp; k) =~ %goK (k), was sich direkt aus
Abbildung 1 ablesen ldt, wenn man auBBerdem Gleichung 11 beriicksichtigt.
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2.0 F(g; 0.9)
F(o; 05) :
s - .,FE(;;,O;)
1.0 .;v_,’.;-,';';';,,
e g - .,
0 .
0 /4 /2

Abbildung 1: F(y; k) fiir verschiedene Module &

Eine besondere Bedeutung im Zusammenhang mit den elliptischen Funktionen (Abschnitt 3) hat
folgende Relation, die auch in Abbildung 2 erkennbar ist.

F(p +nm; k) = F(p; k) + 2nK (k) (14)

Beweis. Sie ergibt sich, wenn man mit n = 1 beginnt und dann iterativ fortsetzt.

+ d¢
F(90+7T;k):jv ——
O J1-k2sin’ ¢
_f” dy
- \/1—k2

sin?(y + 1)

_f” dy _f‘”d—%”
0 J1-&2siny Y0 \J1-K2sin?y
= F(y; k) + F(m; k)
=F(p; k) + 2K (k) (15)

O

AuBlerdem ist Gleichung 14 eine logische Schluflfolgerung, wenn man wie gewohnt das Integral
als Fliche unter der periodischen Kurve (1 —k?sin’ ¢)~'/2 interpretiert (vgl. Abbildung 3).

10
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8K

7K 1
6K
5K 1
4K
3K A

p) G R :

Abbildung 2: F(g; k) im Intervall 0 < ¢ < 4n

41

1.5

0.5

Abbildung 3: Funktionsverlauf des Integranden (1 — k2 sin” ¢)~!/2
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21
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Aus der zweiten Ableitung nach Gleichung 17 und dem Funktionsverlauf entsprechend Abbil-
dung 2 ist ersichtlich, dal die Wendepunkte bei v-7/2 mit v € Z liegen.

2.1.5 Erste Ableitung
Das Differential von F(p; k) ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung’

1
F(p k) = ——. (16)

\J1-K2sin?¢

2.1.6 Zweite Ableitung

Nochmaliges Differenzieren der ersten Ableitung F'(¢; k) ergibt
1
Iﬂ%¢;k):-—5(1—k29n2¢y%<—2k2mn¢COS¢)
k2
= EF,(QD; k)sin2¢ . (17)

2.1.7 Imaginare Argumente

Fiir imagindre Argumente entartet das unvollstindige elliptische Integral zu

F(j¢; k) = jF[arctan(sinh &); k'] . (18)

Beweis. Einsetzen des imagindren Arguments im Sinne von ¢ = j¢ in Definitionsgleichung 3
fiihrt zu

(1- k’z) sin? ¢

F(ié; ) = f
=
Mit der (im Intervall @] < 7/2) eindeutigen Substitution

sing = jtan6 (19)

und deren Ableitung d¢/dé = j/ cos 6 kann man das Differential d¢/ /1 — k2 sin? ¢ relativ einfach
mit Hilfe des komplementiren Moduls k" ausdriicken.®

TE [T FEde = flx)

8Gleichung 19 stellt im Prinzip Jacorr’s imaginre Transformation dar.

12



2 Elliptische Integrale

sin¢=sing ido
H%m=jf J
sing=0 cose\/l +(1=k"?)tan20
j tan f=sin j& do
~i f
tan6=0

\/cos29+ (1-k"*)sin’6

arctan(sinh &) do
[
0 1 —k"*sin”6

(20)

O

Schreibt man die rechte Seite von Gleichung 18 mit Hilfe der GupermanN-Funktion gdé =

arctan(sinh¢), dann gilt entsprechend:

F(é: k) = jF(gd&; k') .

2.2 Volistandiges elliptisches Integral erster Art

2.2.1 Definition

Das vollstindige elliptische Integral erster Art wird meist in den folgenden drei Formen, die sich

durch die Art des Arguments unterscheiden, angegeben:

! dr
K (k) = , O0<|kl<1
0 (1 =2)1-k22)
1
0<m<1

Kmo=f' & , <ms<
Ja- z2)(1 mt?)

Kwylf ILPYPL.
\/(1 2 2

2)(1 -£%sin ¢)

1)

(22)

(23)

Haufig ist auch die Darstellung in der LEGenDRE’schen Normalform nach Gleichung 24, die sich

wieder mit der Substitution ¢ = sin¢ aus Definitionsgleichung 21 ergibt.

5 d¢
K(k)=f —
0 J1-k2sin?¢

13

(24)
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VA

321 ]

/2

0.0 T T T k
0.0 0.25 0.50 0.75 1.0
Abbildung 4: K, K’ und K /K’ als Funktion des Moduls k
Von Bedeutung ist auch das komplementire elliptische Integral K.

K’ = K(K) = K(W) 25)

2.2.2 Spezielle Werte

K<0>=f7 dgp =2 =K'(I) (26)
0 2
K(l):de—aj:‘X’:K'(O)

0 COos¢

2.2.3 Funktionsverlauf

Die Funktionsverldufe von K und K’ sowie das Verhiltnis beider Integrale fiir reelles Argument
k sind in Abbildung 4 dargestellt.

2.2.4 Gauss-Form

Eine schon in Abschnitt 2.1 mit Hinweis auf C.F. Gauss eingefiihrte Variante dieses Integraltyps
ist

14



3 Elliptische Funktionen

27)

f"o dx
x=0 \J(x2 +a2)(x2 +b?) .

Wie schon in Gleichung 6 kann es auch dargestellt werden als

f°° dx _lf% d
=0 \J(2+a®)(x2+b2)  aJo \/1_(1_

b2/a?)sin® ¢

)
W}. (28)

Mit dem Modul entsprechend Gleichung 7 ergibt sich die Aquivalenz

1
=-F
a

1
=-K
a

f‘” dx _ lf‘” dx o
0 VZ+a)(2+b2)  2J-w (2 +a®) (2 +b2) @

3 Elliptische Funktionen

3.1 Definition

Die Definition der Jacosr’schen elliptischen Funktionen ist eng verkniipft mit der Umkehrfunk-
tion des unvollstdndigen elliptischen Integrals erster Art u = F(¢; k) in seiner LEGENDRE’schen
Normalform nach Gleichung 3, der sogenannten Amplitudenfunktion.

¢ =am(u; k) . (29)

Mit Hilfe von am(u; k) konnen die drei elliptischen Basisfunktionen Sinus Amplitudinis sn, Co-
sinus Amplitudinis cn und Delta Amplitudinis dn folgendermaBlen angegeben werden [Jac29,
§17]:

sn(u; k) = sin[am(u; k)] = sing = x 30)
cn(u; k) = cos[am(u; k)] = cosp = /1 - sinzgo =vV1-x2 3D
dn(u; k) = A am(u; k) = A(g; k) = \J1 —k2sin® o = V1 —k2x2. (32)

15



3 Elliptische Funktionen

Nahezu direkt ablesbar sind die wichtigen Beziehungen:

sn?(u; k) +en’(u; k) = 1 (33)
dn®(u; k) + K2sn’(u; k) = 1. (34)

Uber das komplementire Modul k¥’ = V1 —k? sind weitere niitzliche Identititen zu ermitteln.

Ken?(u; k) + k2 = dn?(u; k) (35)
cn®(u; k) + k' sn2(u; k) = dn®(u; k) (36)

Gleichung 30 148t nun auch die folgende neue Darstellung des unvollstindigen elliptischen In-
tegrals entsprechend Definitionsgleichung 5 zu.

sn(U, k) dr
u= l:"(x; k) = 37

0 VA =2)(1-k2£2)

Von den drei Basisfunktionen sind alle weiteren Jacor’schen elliptischen Funktionen folgender-
maBen abgeleitet:’ die mit den Buchstaben pg abgekiirzte Funktion ist definiert als der Quotient
der Basisfunktionen p und g. Dabei konnen p und ¢ mit folgenden Buchstaben besetzt sein:
s (sn), ¢ (cn), d (dn), n (1), was zu 9 Varianten fiihrt.

sk 1 !
st = S st = S nss = Co

sk L !
CS(M; k) = ZEEZ k; Cd(u, k) = ZEEZ k; nC(u; k) = Cn(u. k)
ds(u; k) = SEEZ k)) de(u; k) = CEEZ k; nd(u; k) = dn(u; k)

3.2 Spezielle Werte

Die speziellen Werte fiir die drei elliptischen Basisfunktionen ergeben sich direkt aus denen der
Amplitudenfunktion am(u; k),

9Diese heutige kurze Notation stammt von W.L. GLaisHER und C. GUDERMANN.
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3 Elliptische Funktionen

am(0; k) =0
T

K;k)=—
am(K; k) >
am(2K; k) =n

am(2nK; k) = nn

welche sich selbst wiederum (im Sinne ihrer Definition als Umkehrfunktion) aus den speziellen
Werten von F(y; k) ergeben (vgl. Abschnitt 2.1).

sn(0; k) =0 cn(0; k) =1 dn(0; k) =1

sn(K; k)=1 en(K; k) =0 dn(K; k)= V1 -k =k
sn(2K; k) =0 cn(2K; k) = -1 dn(2K; k) =1
sn(3K; k) =-1 cen(3K; k) =0 dn(3K; k) =Kk’

Aus den Formeln fiir halbe Argumente (siehe Gleichung 54) kann man die Werte fiir u = K /2
ermitteln.

L 1 _en(K/2; k)
(5= 5% " mwz b oY
kl
(5:8)= 17
dn(%; k) = Vi

3.3 Spezielle Module

Die folgenden speziellen Werte fiir das Modul k ergeben sich direkt aus den Gleichungen 12
und 13.10

sn(u; 1) = tanhu

cn(u; 1) =sechu =
coshu

dn(u; 1) = sechu

Fiir verschwindendes Modul erhilt man

10Ursache ist, daB das unvollstindige elliptische Integral erster Art F(¢; k) fiir k = 0 und & = 1 entartet (siche Ab-
schnitt 2).
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Abbildung 5: Elliptische Basisfunktionen

sn(u; 0) = sinu
cn(u; 0) = cosu
dn(u;0)=1.

3.4 Funktionsverlauf

Durch die Anwendung der trigonometrischen Funktionen auf die Amplitudenfunktion am(u; k)
und wegen Gleichung 14 sind alle elliptischen Funktionen periodisch. Wie Abbildung 5 illu-
striert, ist dabei K = K (k) entweder die sogenannte (reelle) Halb- oder Viertelperiode.11 Die
Funktionsverldufe aller anderen Jacosr’schen elliptischen Funktionen sind zum Beispiel in [AS72]
zu finden.

Zu bemerken ist an dieser Stelle, daf} anders als bei den trigonometrischen Funktionen im allge-
meinen immer gilt sn(u + K; k) # cn(u; k).

T Analogie zu den einfach-periodischen Funktionen, wie z. B. sin x und cos x, deren Perioden bekanntlich 27 betra-
gen, ist es bei doppelt-periodischen Funktionen (insbesondere den WEIERSTRASS schen elliptischen p-Funktionen)
meist iiblich, die Periode mit 2w zu bezeichnen [WW27, § 20-1], [Tri48, I, § 2].
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3 Elliptische Funktionen

3.5 Erste Ableitung

Um die Ableitung von sn(u; k) zu bestimmen soll zuerst das Differential der Amplitudenfunktion
am(u; k) ermittelt werden. Unter Beriicksichtigung von Gleichung 16 ergibt sich im Zusammen-
hang mit der Regel fiir die Ableitung einer Umkehrfunktion:

1
am’(u; k) = Fal = V1-Ksinu.

Nun kann mit Hilfe der Kettenregel weiter abgeleitet werden.

d
sn’(u; k) = o sinam(u; k)
u
= cosam(u; k) - am’ (u; k)
=cn(u; k) V1 —k%sin’ u
= cn(u; k)dn(u; k) 39)

Die erste Ableitung fiir cn(u; k) kann entweder in gleicher Art und Weise ermittelt werden, oder
aber wie in [Koe74, 19] durch direkte Differentiation von Gleichung 33.

d d
0= asnz(u; k) + @cnz(u; k)
0 = sn(u; k)sn’(u; k) + cn(u; k)en’ (u; k)

0 = sn(u; k)en(u; k)dn(u; k) + en(u; k)en’ (u; k)
cn’(u; k) = —sn(u; k)dn(u; k)
Fiir dn(u; k) kann wieder dquivalent vorgegangen werden, nur Ausgangspunkt ist diesmal Glei-
chung 34.

0= iclnz(u; k) +kzisn2(u; k)
du du
0 = dn(u; k)dn’ (u; k) + k*sn(u; k)sn’ (u; k)

0 = dn(u; k)dn' (u; k) + kzsn(u; k)en(u; k)dn(u; k)
dn’ (u; k) = —k*sn(u; k)en(u; k)

Mit x = sn(u; k) entsprechend der Definitionsgleichung 30 des elliptischen Sinus’ sowie den
Relationen 33 und 34 lassen sich auBBerdem folgende Darstellungen angeben.

= (1= -2, x = sn(u; k)
V==K +k23), x=cn(uk)
= (1-2)2 -k, x = dn(u: k)
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3 Elliptische Funktionen

3.6 Zweite Ableitung

Fiir den elliptischen Sinus sei hier noch exemplarisch die zweite Ableitung entwickelt.

sn” (u; k) = ;—Mcn(u; k)dn(u; k)
= dn(u; k)en’ (u; k) + en(u; k)dn’ (u; k)
= —dn(u; k)sn(u; k)dn(u; k) — k*en(u; k)sn(u; k)en(us; k)
= —sn(u; k) [dn*(u; k) + Ken’ (s k)|

In gleicher Art und Weise ergibt sich fiir die anderen beiden Funktionen
on” (u; k) = —en(u; k) [dn® (u; k) — Ksn’(u; k)|
dn””(u; k) = k*dn(u; k) [ sn* (u; k) = en’(u; K)| .

Wie fiir die erste Ableitung auch, kann man die Gleichungen ebenfalls auf der Basis von x
schreiben.

X% = —x(1+ k2 = 2K24%), x = sn(u; k)
X' = —x(1-2k% +2%%),  x=cn(us k)
X = x(2- k2 -2x%), x = dn(u; k)

3.7 Additionstheoreme

Die Additionstheoreme der elliptischen Funktionen haben grundlegende Bedeutung fiir viele
weitere Formeln. Deshalb haben zahlreiche Mathematiker des 18. und 19. Jahrhunderts, unter
anderem A.-M. LEGeNDRE, C.G.J. Jacosr, J. LANDEN und C.F. Gauss, sich mit dem Beweis dieser
Gleichungen beschiftigt.!> Zuerst hat jedoch L. EuLEr im Jahre 1756/57 das Additionstheorem
des elliptischen Sinus’ (EuLEr-Theorem) bewiesen [WW27, § 22-2], [Hur00, II-3].

snucnvdnv+snvenudnu
sn(u+v) =

40
1 —k?sn2usn2v (40)

Beweis. Der hier dargelegte Beweis folgt (wie auch [Ach70, §28]) in wesentlichen Schritten
den Ausfiihrungen von J.G. DarBoux. Als Ausgangspunkt dient dabei die Differentialgleichung
der Transformationstheorie (Formel 69 fiir den Fall A = kund M = 1),

121n [Cay76, 11] sind einige der Beweiswege enthalten.
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3 Elliptische Funktionen

Mdo : de
V1-A2sin%6 \/l—kzsinch
dx : dy
VA -2)(1-k2x2)  §(1=y2)(1—k2y?)

fiir die hier eine Losung gefunden werden soll. Genauso wie in Abschnitt 4.5 erweist es sich als
giinstig zur Parameterform des Differentials iberzugehen.

du = dx = d (41)
VA =2)(1-k2x2)  y(1=y?)(1 - k2y?)
Die einzelnen Ableitungen nach u kann man integrieren
dx dy
- = 1=x2)(1=k2x2 - 1 =v2)(1 = k22
T = VA=D1 - k) 2= -y
X "y
"= f dx —F(x:k) v=u-A= dy —F(y;k) (42)
0 NA-D(1-kx?) " o A=K "

und (bei Beriicksichtigung der Integrationskonstante A) Gleichung 41 auch darstellen als:

u—v=A.

Nach diesen einfachen Vorbetrachtungen differenziert man nun das Quadrat der Ableitungen
dx/du sowie dy/du in den Gleichungen 42 nocheinmal nach u, also folgendermaf3en:

d d (dx)* d X 5
Ea(a) = —u[(l—x )(l—k X )]
dx d%x dx dx
L = 2x——(1 =KX = 2xk* == (1 — x*
du du? xdu( X)=2x du( x)
d2
d—fj = X212 - 1).
u

Auf dem gleichen Weg gelangt man zu:

d?y 2.2 12

— =yQk7y"—k"-1).

92 y(2k%y )

Stellt man die zuletzt gewonnenen Formeln nach 1 + k> um und setzt sie nach Multiplikation mit

xy beide gleich, so erhilt man das folgende wichtige Zwischenergebnis
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3 Elliptische Funktionen

2k2x2xy ij 5= 2k2y2xy sz}zj
yjz—;c - d = 2k xy( =)
( % - d—y) 2UPxy(x* =y . (43)
Jetzt soll unabhingig davon der Ausdruck
CRC
du du

bestimmt werden. Einsetzen der Ableitungen von 42 gefolgt von Ausmultiplizieren und Zusam-
menfassen fiihrt zur nichsten Zwischengleichung.

(?) - (dy) =Y (=) (1 =k = (1= y)(1 = K2y
u du

_ yz +k2y2x4 R N
= (= )1 -k x%y?) (44)

Nun dividiert man Gleichung 43 durch die soeben entwickelte und wendet auf den linken Nenner
den binomischen Satz an.

&5 -xg) 2Py =y
32 d—ﬁ)z _ 2 (g_y)z (07 = x2)(1 - k2x%y?)
du (yﬁ_xg;) _ xy(x - 2)(ydu-’_xdu)
yE T 02— a1 - ka2
%(y%_x%) — xy(-ydu+xdu
y% _x(% (k2 x2y? = 1)

Es ist zu erkennen, daB auf beiden Seiten Zihler und Nenner dem logarithmischen Differentiati-
onssatz [In f(u)]" = f’(u)/ f(u) entsprechen. '3

d dx d d
Sln{y x| = = In (kR 1)
du du du/ du
3Fiir die rechte Seite gilt bei Anwendung der Produktregel %(k2 -1 = k2(2xdx 2+2yd’ 2) =

2k xy(ydu +x§i)
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3 Elliptische Funktionen

Integration nach « und Einsetzen der Differentiale von Gleichung 42 fiihrt zu

du d
E_XE_C(I”” 1)
dx dy 222
= 1
” xdu C(kxy )

also

y\/(l —x2)(1 —k2x2)—x\/(1 —y2)(1 —k2y?) B

C.
k2x2y? -1

Mit V(1 —x2)(1 —k%x%) = en(u; k)dn(u; k) und V(1 = y?)(1 —k%y?) = en(v; k)dn(v; k) nach Defi-
nitionsgleichung 32 und 30 gilt also:

snvcnudnu —snucnvdny
C= 2.2.2
k*x*y>—1

Die Konstante C muf} nun aber eine Funktion von A sein, also C = ¢(A) = ¢(u —v) gelten. Um
die Form von ¢ zu finden kann man z. B. v = 0 setzen, was zu C = sn(u; k) = ¢(u) fiihrt. Also ist
die Form von ¢ der elliptische Sinus und somit ist der Beweis auf der Grundlage des folgenden
Subtraktionstheorems erbracht.

snvenudnu —snucnvdny
k2x2y? -1

sn(u—v) =
O

Die beiden anderen elliptischen Basisfunktionen sind entweder genauso oder aber aus ihren
Definitionsgleichungen abzuleiten. Hier wird jedoch darauf verzichtet und statt dessen nur das
Ergebnis prisentiert (wobei in den Formeln wieder auf das Modul & verzichtet wird).

cnucny—snudnusnvdny 45)

on(u+v) = 1-k2sn2usn?v

dnudnv—k%snucnusnveny

dn(u+v) = (46)

1—k2sn2usn?v

AuBerst interessant sind auch die daraus abgeleiteten Relationen'* fiir den elliptischen Sinus

1410 [Cay76, §93] und [Web91, § 93] sind zahlreiche Relationen dieser Art tabelliert.
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3 Elliptische Funktionen

SIl2 u— sn2a

sn(u+a)sn(u—a)=m “47)

s s A o) = =S (48)
spu~ra e = 1—k?sn?usn?a
3 2

[1 = ksn(u + @) [1 - ksn(u —q)] = Snd—ksnucna) (49)

1 -k%sn2usn?a

die insbesondere in der Transformationstheorie hdufig auch in folgender Form anzutreffen sind
(mit sn(K —a) = cna/dna, vgl. Tabelle 3)

2
[-sn+a)lll-snw-a)] |1~ mka]

cna " 1—k2sn2usnZa
[1—ksn+a)][1-ksn(u—a)] _[1-snusn(K—a)]*
dn?a © 1-K2snusn?a

Im Zusammenhang mit den quadratischen Transformationen ist auch folgende Relation interes-
sant

K)_ 1—(1+k)sn’u

) K
(1+k)sn(u—§)sn(u+— m (50)

2

Beweis. Es handelt sich hier um einen Spezialfall von Formel 47 mit a = K/2.

sn?u—sn%(K/2)
1 —k%sn?usn%(K/2)

(1 +k’)sn(u— g)sn(u+ g) =(1+k)

Ersetzt man noch den speziellen Wert sn(K/2; k) = (1 + k’)~1/2_ so ist der Beweis schon erbracht.

sn?u—(1+k)!
1-(1-k)sn’u
1= +k)sn’u
T 1-(1-kK)sn2u

a +k’)sn(u— g)sn(u+ g) — (14K)

Weitere ausgewihlte Formeln fiir cn und dn sind:
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3 Elliptische Funktionen

cnucn?a-k?sn?usn?a

cn(u+a)en(u —a) s nsnla

dn?udn®a+ k2> sn?usn’a

dn(u +a)dn(u —a) s nenla

3.8 Doppelte Argumente

Die Gleichungen fiir doppelte Argumente ergeben sich direkt aus den Additionstheoremen, wenn
man u = v setzt.

2snucnudnu

sn2u= ——— 51
" 1 -k?sntu Gh
cn?u—sn?udnu
cn2u =
1-k?sn*u
dn 2y = dn?u—k%sn?ucn?u
1-k2sn*u

Statt des jeweils gleichen Ausdrucks im Nenner dieser Formeln findet man in der Literatur auch
hdufig die dquivalenten Darstellungen

l—kzsn4u=cn2u+sn2udn2u:dn2u+k20n2usn2u,

welche sich durch Einsetzen der Definitionsgleichungen 31 und 32 relativ einfach auf 1 —k?sn*u
reduzieren lassen.

Weitere bekannte Relationen fiir doppelte Argumente sind nach [AS72, 16.18.5]

1—-dn2u (ksnucnu)2

1+dn2u \ dnu (52)
1—sn2u B cnu—snudnu 2 (53)
1+sn2u \cnu+snudnu

3.9 Halbe Argumente

Die Gleichungen fiir halbe Argumente sind aus dem Gleichungssystem fiir doppelte Argumente
ableitbar, wenn man u durch u/2 ersetzt und entsprechend umstellt [Tri48, III, § 3].
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3 Elliptische Funktionen

u 1—cnu

2 V1—dnu 54
u dnu+cnu

DTN T1+dnu (55)

u \/dnu+k20nu+k’2
dn-=
2 1+dnu

(56)

3.10 Imaginare Argumente

Ausgehend von den grundlegenden Definitionsgleichungen des elliptischen Sinus’

u =F(p; k), @ = am(u; k), sn(u; k) = sing

sowie den Beziehungen 18 und 19 zur imagindren Transformation des elliptischen Integrals
F(¢; k) kann man fiir ein imaginédres Argument u = jv schreiben:

u = F(p; k) = F(¢; k) = jF|arctan(sinh &); k'] = jv .

Ausgehend von der Zusammenfassung

v = F[arctan(sinh&); k'] = F(0; k'), 0 =am(v; k'), sn(v; k') = sinf

ist Jacosr’s imaginédre Transformation fiir den elliptischen Sinus nun auf direktem Wege zu ge-
winnen [Jac29, § 19].

sn(jv; k) = sn(u; k) = sing

. .sinf .sn(v; k')
=jtanf =] =

cos ] cn(v; k')

sn(jv; k) = jsc(v; k') (57)

Interessant ist daran vor allem zu erkennen, daf3 sn(u; k) zusitzlich zur reellen Periode 2w =
4K (k) auch eine imaginidre Periode von 2w’ = 2K (k’) besitzt, d.h. es handelt sich um eine
doppelt-periodische Funktion mit dem Periodenpaar (4K,2K").
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3 Elliptische Funktionen

Eine dhnliche Transformationsbeziehung kann man mit Hilfe der Verschiebungsrelation dn(v + K+jK’; k) =
jk'sc(u; k) angeben (siehe Tabelle 3).

1
sn(jv; k) = zdn(v +K +jK; k)
Offensichtlich hat sn(u; k) imaginidre Pole u,,, die genau dort liegen wo cn(v; k”) verschwindet.?

u, =ju+1HK’, vEZ (58)

Fiir cn ist diese Transformation ausgehend von Gleichung 31 recht schnell abzuleiten.

cn(jv; k) = /1 —sn2(jv; k)
= 1 +sc2(v; k)

1 ’
T en(ni k) ne(v 9 o

Gleichermalen fiir die elliptische Delta-Amplitude dn(jv; k).

dn(v; k) = dc(v; k') . (60)

Beweis. Ausgehend von der Definitionsgleichung 32 fiir dn(v; k) gilt:

dn(jv; k) = /1 —Kk2sn2(jv; k)
_ iy sn2(v; k')
cn?(v; k')
cn?(v; k') + k2sn2(v; k')
cn?(v; k')
A I—k2sn2(v; k)
cn(v; k')
_dn(v; k')
~en(v; k)

=dc(v; k).

O

I5Eine grundsitzliche Einfithrung in die doppelt-periodischen (elliptischen) Funktionen kann man z. B. in [WW27,
XX], [Tri48, I] und [Cay76] nachlesen. Insbesondere sind dort auch verallgemeinerte Aussagen zur Anzahl und
Lage der Pol- und Nullstellen sowie den Residuen (Satz von LiouviLLE) enthalten.
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3 Elliptische Funktionen

AbschlieBend noch (ohne Beweis) die anderen elliptischen Funktionen fiir imagindre Argumen-
te.

sc(jv; k) = jsn(v; k') sd(v; k) = jsd(v; k") ns(jv; k) = —jes(v; k')
cs(jv; k) = —jns(v; k') cd(jv; k) = nd(v; k') nc(jv; k) = nc(v; k')
ds(jv; k) = —jds(v; k) dc(jv; k) = dn(v; k') nd(jv; k) = cd(v; k')

Bemerkenswert ist, daf} alle Jacosr’schen elliptischen Funktionen sowohl fiir imaginire als auch
reelle Argumente immer periodisch sind.'®

3.11 Komplexe Argumente
Die Gleichungen fiir komplexe Argumente ergeben sich relativ einfach aus den Additionstheo-

remen 40, 45, 46 und den Formeln 57, 59, 60 fiir rein imagindre Argumente. Am Beispiel der
elliptischen Delta-Amplitude soll dies kurz dargestellt werden.

dn(a; k)dn(jB; k) — k2sn(a; k)en(e; k)sn(jB; k)en(jB; k)

dn(a’ +_]ﬁ7 k) = 1 _ kzsn2(a,; k)an(iﬁ; k)
_ dn(a> k)dc(ﬂa k/) — kzsn(a; k)Cn(a/, k)_]SC(B, k,)nc(ﬂ; k,)
) 1 —k%sn?(a; k)jsc(B; k')
dn(a+i8: k) = S04@s R)en(B; K)dn(B; k') — jiesn(e; ken(as; K)sn(g; k') (61)

cn?(B; k') + k2sn2(a; k)sn%(B; k')

Die Formeln fiir die zwei anderen elliptischen Basisfunktionen konnen in gleicher Art und Weise
gewonnen werden. '’

sn(a; k)dn(B; k) + jen(a; k)dn(a; k)sn(B; k" )en(B; k')
cn?(B; k') + kZsn?(a; k)sn%(B; k')

cn(a; k)en(B; k') —jsn(a; k)sn(B; k" )dn(a; k)dn(B; k)
cn2(B; k') + k2sn2(a; k)sn%(B; k')

sn(a +jB; k) =

(62)

cn(a+jB; k) =

(63)

Zur Veranschaulichung dieser Erkenntnisse sind in den Abbildungen 6 und 7 die von Real- und
Imaginirteil aufgespannten Flichen grafisch dargestellt.'®
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Abbildung 6: Eine Periode des elliptischen Sinus’ sn(a + jg; k)

(a) Realteil

(b) Imaginérteil

Abbildung 7: Eine Periode der elliptischen Delta-Amplitude dn(a +jB; k)
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3 Elliptische Funktionen

Tabelle 1: Pole und Nullstellen der elliptischen Basisfunktionen

‘ Funktion ‘ Nullstellen ‘ Pole ‘
sn(a +jB; k) 2yK+2j6K’ 2yK+j(26 + HK’
. Q2y+1)K+2j0K’, ) ,
cn(a +jB; k) 2yK+j(26+ DK’ 2yK+j(26 + 1)K
dn(a+jB; k) | Qy+DK+j26+ 1)K’ | 2yK+j(26 + K’

Aus Zzhler und Nenner in den Beziehungen 62, 63 sowie 61 kann man direkt auf die entspre-
chenden Pole und Nullstellen der elliptischen Basisfunktionen schlieBen. Tabelle 1 gibt einen
Uberblick zu deren Lage, wobei immer 7,6 € Z gelten soll.

In der Transformationstheorie der Jacosr’schen elliptischen Funktionen (siehe Abschnitt 4) sind
insbesondere die Werte auf dem Gitter yK + j6K’ interessant. Hervorzuheben sind dabei die
folgenden Beziehungen:

sn(K + ju; k) = nd(u; k') (64)
Beweis. Aus Gleichung 62 ergibt sich sofort

dn(u; k)
cn?(u; k') + k2sn2(u; k')
3 dn(u; k')
1 —k2sn2(u; k')

sn(K +ju; k) =

1 ’
—W—nd(u,k)

sn(u+jK’; k) =k 'ns(u; k) (65)

Beweis. Es handelt sich hierbei um einen weiteren Trivialfall von Gleichung 62 mit cn(B; k') =0
und sn(B; k') = 1.

16Im Gegensatz zu den trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion, die immer nur fiir die eine oder
andere Art von Argumenten diese Eigenschaft aufweisen.

7Wobei der allen gemeinsame Nenner cnz(ﬁ; k) +k2sn?(a; k) - snz(ﬁ; k") auch als 1— kzsnz(ﬁ; k) -cn(a; k) darge-
stellt werden kann.

18Sehr schione Darstellungen (inklusive der des elliptischen Cosinus’) sind auch in [JE52, VI, Abb. 49 ff.] zu finden.
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3 Elliptische Funktionen

sn(u; k)dn(K’; k")
k2sn2(u; k)sn2(K’; k')

sn(u+jK’; k) =

_sn(u; k)
 ksn2(u; k)
= m =k~ 'ns(u; k)
O
Insbesondere ergibt sich hieraus
sn(K +jK’; k) =k™! (66)

und somit fiir das unvollstindige elliptische Integral an der Stelle x = k~! beziiglich Definitions-
gleichung 5

F(3:k)=K+jK' .
sn(u+ K +jK’; k) = k~'nc(u; k) (67)
Beweis. Dieser Fall ergibt sich aus dem vorherigen, indem man u := u+ K setzt.

1
sn(u+ K +jK’; k) =

ksn(u+K; k)
3 1
~ ken(u; k)
O
dn(u+ K +jK’; k) = jk' tang (68)

Beweis. Aus dem Additionstheorem 61 kann man sofort ableiten

dn(u+ K +jK’; k) = jk'sc(u; k)
_ sn(u; k)
7 en(us k)
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3 Elliptische Funktionen

Tabelle 2: Elliptischer Sinus auf dem Gitter n K +j¢ K’

. n | ¢ ] u | sn(K+jK +u; k) |
gerade gerade | imaginidr (1 = jv) j(-1 YI2sc(v; k')
ungerade | gerade | imaginir (1 =jv) (=D)"?nd(v; k')
gerade gerade reell (=1)"?sn(u; k)
gerade | ungerade reell (-D)"2k Tns(u; k)

und dann mittels Definitionsgleichung 30 den Nachweis abschlieen.

dn(u+ K +jK’; k) = iK' 2F — ik’ tang
cosg
O

In Tabelle 2 sind die (insbesondere fiir die elliptischen Modultransformationen, vgl. Abschnitt 4)
interessanten Beziehungen fiir den elliptischen Sinus zusammengefalt.

3.12 Anderung des Arguments

In diesem Abschnitt sollen noch einige Formeln fiir den Ubergang auf andere Argumente ge-
nannt (und teilweise auch abgeleitet) werden. Eine komprimierte Ubersicht zu den interessan-
ten Fillen enthilt Tabelle 3, eine vollstindige Tabellierung fiir alle elliptischen Funktionen ist
in [AS72, 16.8] zu finden.

Alle Formeln in Tabelle 3 ergeben sich direkt aus den Additionstheoremen 40, 45 und 46 sowie
den Gleichungen fiir komplexe Argumente, wenn man jeweils die um K bzw. K’ verschobenen
Argumente betrachtet. Aus den Beziehungen in Tabelle 3 fiir die gilt sn(u + 2w) = snu (beispiel-
haft fiir sn), ist sofort die reelle, imaginire und komplexe Periode der elliptischen Basisfunktio-
nen ersichtlich (siehe Tabelle 4 sowie Abbildungen 6 und 7).

Folgende spezielle (komplexe) Werte ergeben sich aulerdem aus verschiedenen Fillen in Tabel-
le 3.

sn(jK’; k) = oo cen(jK'; k) = —joo dn(GK'; k) = —joo
sn(j2K’; k) =0 cn(j2K’; k) = -1 dn(G2K’; k) = -1
1 k'
sn(K +jK’; k) = z cn(K+jK’;k):—jz dn(K +jK’; k) =0
sn(2K +2jK’; k) =0 cn(2K +2jK’; k) =1 dn(2K +2jK’; k) = -1
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3 Elliptische Funktionen

Tabelle 3: Elliptische Funktionen bei Anderung des Arguments

‘ V= H sn(v; k) ‘ cn(v; k) ‘ dn(v; k) ‘
—u —sn(u; k) cn(u; k) dn(u; k)
cn(u; k) , sn(u; k) Kk
K -k
“r dn(u; k) dn(u; k) dn(u; k)
cn(u; k) , sn(u; k) Kk
-K - k
" dn(uc; k) dn(u k) dn(u; k)
Keu cn(u; k) Y sn(u; k) k
dn(u; k) dn(u; k) dn(u; k)
u+2K —sn(u; k) —cn(u; k) dn(u; k)
u—2K —sn(u; k) —cn(u; k) dn(u; k)
2K —u sn(u; k) —cn(u; k) dn(u; k)
. 1 . dn(u; k) .cn(u; k)
K’ - -
“t ksn(u; k) ) ksn(u; k) ] sn(u; k)
u+2jK’ sn(u; k) —cn(u; k) —dn(u; k)
u+ K +iK’ dn(u; k) . k iw sn(u; k)
ken(u; k) ken(u; k) cn(u; k)
u+2K+2jK’ —sn(u; k) cn(u; k) —dn(u; k)
u+4K+4jK’ sn(u; k) cn(u; k) dn(u; k)

Tabelle 4: Perioden der elliptischen Basisfunktionen [AS72, 16.2]

Reelle | Imagindre | Komplexe
Funktion Periode
sn 4K 2iK’ 4K +j4K’
cn 4K 4K’ 2K +j2K’
dn 2K 4K’ 4K +j4K’
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4 Modultransformationen

4 Modultransformationen

4.1 Einfihrung

Die Transformationstheorie der Jacorr’'schen elliptischen Funktionen und Integrale befalit sich
mit den rationalen, algebraischen Losungen y = f(x; k) der Differentialgleichung

Mdy 3 dx
JAS5DA -2 JA-DA-k2)

(69)

Wie noch zu sehen sein wird, ist dieses Problem eng verkniipft mit der Transformation der
Jacosr’schen elliptischen Funktionen auf solche Module (k — A, k* — A"), die zu ganzzahligen
Ubersetzungen der Periodenverhiltnisse fiihren (w/w’ — Q/Q').

Die hier bevorzugte Betrachtungsweise ist (wie auch in [Jac29, § 20]) vor allem analytisch, da
sie dem Leserkreis vertrauter sein diirfte. Wegen der Vielzahl der existierenden Transformati-
onsformeln ist als praktische Referenz die tabellarische Zusammenfassung in [Ach70] empfeh-
lenswert.

4.2 Problemstellung

Wie schon erwihnt ist es besonders Differentialgleichung 69, welche beziiglich der Transforma-
tionstheorie der elliptischen Funktionen eine zentrale Rolle spielt. Ihre dquivalente Schreibweise
in der LEGENDRE’schen Normalform'? ergibt sich, wenn man wieder die Substitutionen x = sin¢
und y = sinf anwendet zu

M do 5 do
\/l—ﬂzsinzé? \/1_k25in290

) (70)

wobei M der sogenannte Multiplikator’’ und A sowie k die Module sind.”!

Es gilt also, eine Substitution 6 = W(¢; k) zu finden, welche diese Aquivalenz erfillt [Cay76,
§219], [Ach70, § 34], [Tod84, § 5].?> Man kann das Problem auch so formulieren: Gesucht sind

9Fiir k = 1 = 0 entspricht Gleichung 69 genau der Differentialgleichung, welche von den TscHEBYscHEFF’schen
Funktionen erster Art erfiillt wird.

20Die Einfithrung eines Multiplikators ist bei den elliptischen Funktionen nach Jacorr deshalb erforderlich, weil (im
Gegensatz zu den WEIERsTRAss schen Funktionen) reelle und imagindre Periode nicht unabhédngig voneinander
sind.

21Solange man bei dieser differentiellen Darstellung bleibt, sind die Formeln 70 und 69 absolut gleichwertig. Erst
beim Ubergang zum (vollstindigen oder auch unvollstindigen) elliptischen Integral gilt es die entsprechenden
Integrationsgrenzen zu berticksichtigen.

22Es handelt sich anders gesagt um das Auffinden einer Invarianten W(¢), welche die elliptische Form des Differen-
tials erhilt.
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4 Modultransformationen

die Integrale bzw. Losungsfunktionen y = f(x; k) der gewohnlichen (impliziten) Differentialglei-
chung 69 erster Ordnung:

Mdy B dx
VIS -27%) U= (1 -k
, 1 [ =y)(1=-2%y?)
v \/(1 —O)(1-k22)
My (1= )1 =k 3 - (1-y)(1 -2y =0.

(71)

Das Finden der Integralkurve y = f(x; k) ist (wie so oft) nicht einfach, hat man aber zwei Trans-
formationsfunktionen f und g gefunden, dann kann man durch aufeinanderfolgende Anwendung
der entsprechenden Beziehungen auch mindestens eine dritte Transformation angeben.

Mdy dx
= s = ik
VA =y)(1=22y2) (1 =x2)(1 —k2x2) y=Jnk)
Ldz = d z=g(; D
V=20 —922) A (1-222) o
MLdz dx

= , = k) A
VA=-2)(1-y222) A -x)(1-k2x2) SR

Aus der letzten Gleichung wird sofort ersichtlich, dal der zugehorige Multiplikator das Produkt
der beiden anderen Multiplikatoren M und L ist. Das Modul v ist aus der Abhingigkeit von A
bekannt und kann durch die Beziehung A = p(k) auch als Funktion von k ausgedriickt werden.

AuBerdem enthilt jede Transformation nach Formel 69 auch gleichzeitig eine “Riicktransforma-
tion”, wenn man die Umkehrfunktion f~!' nutzt. Zum besseren Verstindnis (und aus Griinden
der Lesbarkeit) soll y; = x = f~1(y) = f~'(x1), x1 =y, A =k, k| = A gesetzt werden, was dy; = dx
und dx; = dy bedeutet.

Mdy _ dx
VA1 -122)  J1=-2)(1-k2x2)
dx; M! dy;

JaA=DA =) (=31 - 8y?)

Die Umkehrfunktionen (der Transformationsbeziehung y; = f~!(x1) als auch des Moduls 1| =
p‘l(kl)) enthalten also prinzipiell eine weitere Transformation, deren Multiplikator M ist,
wenn man im Sinne der eingefiihrten Gréen die Richtung vertauscht.

23Fiir ¢, 0 bedeutet dies sin@ = f(sing; k) und somit W(¢; k) = arcsin[ f(sin; k).

35



4 Modultransformationen

4.3 Rationale Losung

Schon C.G.J. Jacosr hat in [Jac29] nachgewiesen, dal Losungen der Differentialgleichung 70
algebraische Funktionen der Form F(x,y) = 0 sein konnen [T1148, IV], [Hur00, II-5, § 4 ff.]. Fiir
die implizite Darstellung solcher Funktionen wiefolgt

F(x,) = pu()y" + pu—1 ()Y 4+ + pa(0)y* + pr(x)y + po(x), (72)

wobei po, p1, ... Pm-1, Pm Polynome in x sind, kann bekanntermaf3en in bestimmten Spezialfillen
eine explizite Losungsformel y = f(x) ermittelt werden. Bei dem gesuchten Integral f(x) handelt
es sich in den einfachsten Fillen um eine irrationale (m = 2) oder rationale Funktion (m = 1),
wobei sich Letztere als

U
T Vi)

(73)

mit den Polynomen

n

Ux) = Zavx —anl—[(x Xy)
V(x) = beﬂ by l_[(x X)

darstellen 148t.2*

Um fiir diesen Funktionstyp den Nachweis zu erbringen, daf es sich um eine Losung von Dif-
ferentialgleichung 70 handelt, folgen wir [Cay76, § 218 ff.] und setzten zuerst U = U(x) bzw.
V = V(x) und bilden dann +/(1 —y2)(1 — 22y2) sowie die Ableitung y’.

2_y2 2 _)2y/2
\/(l_yZ)(l —2y2) = \/(U V‘)/(ZU A7V?)

, dy Uv-uv
Cdx V2

Dividiert man die Ableitung y’ durch \/(1 - yz)(l - /lzyz) entsteht der Ausdruck

dy ~ uv-uv
VA=A =2y U= V(U2 -2V

dx (74)

24Man konnte dies wegen der Ahnlichkeit von Beziehung 70 mit der Differentialgleichung der TscHEBYSCHEFE’schen
Funktionen erster Art (1 — x2) [T;,(x)]2 =n? [1 - T%(x)] vermuten, welche als Spezialfall entsteht, wenn A =k =0
gesetzt wird.
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4 Modultransformationen

welcher ja letztlich der rechten Seite von Gleichung 69 (multipliziert mit M~') entsprechen soll.

uv-uv 3 1
VWU2-VH(U2-22V2) M1 -x2)(1-K2x2)
Notwendige Voraussetzung dafiir ist zuerst einmal, daB fiir den Grad der Polynome U und V die

Einschriankung |d| = [n—n’| < 1 gilt, d. h. entweder beide Polynome sind vom Grad n (bzw. n’)
oder eines ist vom Grade n, das andere aber n— 1.2

Beweis. Der Nachweis basiert auf der letzten Gleichung in folgender Darstellung

M>(1 =) (1 =k2x)U'V-UV'Y? = (U? - V*)U? - A2*V?)

und vergleicht einfach den Grad von links- und rechtsseitigem Polynom (mit entsprechender
Fallunterscheidung).

2(n+n’ —1)+4 =4max(n,n’)

2 >n'
T (75)
2n’ (n >n)

’n—n'| =1

Eine Funktion ist also vom Grad n, die andere vom Grad n — 1 und deshalb die Differenz
d=n-n" = «£1. Allerdings ergeben sich dieselben Verhiltnisse auch fiir n = n’ (also d = 0), denn
in diesem Fall verschwindet der hochstwertige Koeffizient (mit Wert a,b,yd) in U’V —UV’. Ver-
ringert man entsprechend den linksseitigen Grad in Gleichung 75 um Eins (auf der rechten Seite
bleibt alles wie gehabt), dann wird sofort erkennbar, dal auch n = n” eine Losungsmoglichkeit
ist. O

Nimmt man nun an, daB} sich in Gleichung 74 ein Faktor (x — ¢)? vom Ausdruck (U? - V)(U? -
A%V?) abspalten 1idBt, dann ist der Term x —c in U’V — UV’ ebenfalls als Faktor enthalten.

Beweis. Ist (x—c)? ein Faktor (c eine doppelte Nullstelle) von U 2_V? oder U? - A>V?, dann
ist (x—¢)? auch ein Faktor von U — V oder U + V bzw. U — AV oder U + AV. Betrachten wir im
weiteren nur den Fall, daB der Faktor (x—c¢)? in U — V enthalten ist (gleiches gilt fiir die anderen
Fille). Es ergeben sich dann die Darstellungen

U?-V?=(x-¢)?0(x) = (U-V)U+YV)
U-V =(x—c)*P(x)

2SWie auch in [Cay76, § 219] sprechen wir jedoch immer von einer gebrochenen Funktion der Ordnung 7.
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4 Modultransformationen

mit den Ableitungen nach x

U' =V =2(x=c)P(x)+ (x—¢)*P'(x) = (x— ) [2P(x) + (x = &) P’ (x)]
20'U -2V'V =2(x—0)Q(x) + (x—¢)* Q' (x) = (x— &) [20(x) + (x — ) Q" (%)] .

Bildet man jetzt

uv-uv = (U’ - V')(U+ V)—(UU’ - VV’)
= (U+V)(x=0)[2P(x) + (x— )P ()] - (x— )| Q(x) + %Q’(x)

dann bestitigt das gemeinsame Vorkommen des Faktors x — ¢ in allen Summanden unsere An-
nahme. |

Setzt man eine solche Abspaltung fiir alle 2n —2 Wurzeln von U’V — UV’ fort, dann bleibt in
(U? = VH)(U? - 22V?), dessen Grad ja 4n ist, ein Produktterm vom Grad 4 iibrig, der nicht mehr
gekiirzt werden kann. Mit den konstanten Koeflizienten d; ergibt sich demzufolge die Darstel-
lung:°

2(n—-1)
U'V-UV =C ]_[ (x—c;)=C-T(x)
=1
2(n-1)
(U2 = VA)(U? = 2V?) = (dyx* + d3 3 + dox* + dy x + ) 1_[ (x—c;)
=1
= (dax* + d3 x> + dox® + dyx + do)T?(x) .

Kehrt man mit diesen Formeln zuriick zur Ausgangsgleichung 74

dy B C-T(x)dx
VA =y)(1=222)  (dyx* +d3x3 +dox? + dy x+ do) T?(x)
Cdx

- \/d4x4 +d3x3 +d2x2 +d]x+do

und beriicksichtigt auBerdem, daB eine Uberfiihrung des besagten Produktterms in die Form
(1 = x?)(1 — k*x%) immer moglich ist (siehe [Tri48, II, § 3], [WW27, §20-54, §20-6]), dann ist
mit einer rationalen Polynomfunktion y = f(x) die elliptische Transformation nach Gleichung 70

26Mit der nicht einschrinkenden Annahme, daf der Leitkoeffizient des Polynoms U’V — UV’ genau Eins ist.
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moglich.?” Aus dieser Feststellung heraus kann man beziiglich der Bestimmung der Koeffizien-
ten von U und V noch die Bedingung

(U?=VHU?=22VH = (1 =)0 =k T (x)

formulieren.

4.4 Elliptische Losung

Eine auf elliptischen Funktionen basierende Losung der Differentialgleichung 70 ist ermittelbar,
wenn man zu einer Parameterdarstellung mit Hilfe der neuen Variablen u iibergeht.”

Mdé de

= =du
V1-A2sin2¢ \/1—k2sin2(p

Integriert man nun beide Seiten und nimmt die Definitionsgleichung 29 der Amplitudenfunktion
des elliptischen Sinus’ (Gleichung 30) hinzu, so ergibt sich fiir x

&

O J1-K2sin?&

u="F(p; k)= (76)

¢ = am(u; k)

x =sing = sn(u; k) .

In Gleichung 76 wurde auf die Einfiihrung einer Integrationskonstante verzichtet, da man ohne
wesentliche Einschrinkung vom Funktionswert u = O fiir ¢ = 0 ausgehen kann.

Fiir y erhélt man in gleicher Art und Weise

6 df
u:Mf — - C=MF@;1)-C (77)
0 J1-k2sin?&
G:am(%;/l)

y=sinf = sn(%; /l),

wobei diesmal eine Integrationskonstante C beriicksichtigt werden muf3.

2"Man kann auch argumentieren, daf U(x) und V(x) so gewihlt sein miissen, dafl der verbleibende Produktterm
genau der LEGENDRE-Form (1 — (1 - k%x2) und insofern dem Modul & entspricht.
280ffen bleibt natiirlich noch die Bestimmung des Multiplikators M und des Moduls A.
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AN
TEERRRIRISRS
RIS
IR

(a) Realteil (b) Imaginirteil

Abbildung 8: Elliptischer Sinus sn[Re(u) + jIm(u); k| mit Parameterlinien

Fragt man sich nun, welche Werte der Parameter # grundsétzlich annehmen darf, damit x reell
wird, dann ist ein Blick auf Abbildung 8 hilfreich. Sie zeigt nocheinmal den Verlauf von sn fiir
komplexe Argumente, wobei die zusitzlichen Parameterlinien anschaulich illustrieren,” daB x
nur entlang der Geraden u + jBK’ fiir reelles u und u + oK fiir imaginéres u nicht komplex ist

(a,pE€Z).

Mit diesem Wissen kann man beziiglich x den mit Pfeilen markierten “Wertepfad” in Abbil-
dung 8a fiir das Argument u angeben. Dieser Weg garantiert zwar, daf3 x monoton Werte zwi-
schen 0 und co annimmt, jedoch sind weitere x-Werte moglich, wenn man die Periodizitit des
elliptischen Sinus’ beriicksichtigt.

29Um die weiteren Formeln etwas zu verkiirzen sollen ab jetzt die folgenden Kurzschreibweisen vereinbart sein:
K =K (k) sowie A = K(Q).
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Abbildung 9: Gitter rein imagindrer/reeller Werte fiir y

Soll auch y (oder zumindest y?) reell sein,’ dann muB sich u + C auf dem Gitter yMA +joMA’
(y,0 € Z) bewegen. Abbildung 9 illustriert dieses anschaulich, wobei folgende Definitionen fiir
die reelle bzw. imaginire Periode von x und y gelten sollen:?

20 =4K 20" =j2K’
20 =4MA 20 =2MA’ .

Sinnvolle Werte fiir die Integrationskonstante C sind entsprechend nur C = 0 und C = +MA,
wobei der Wert +MA rein reelle Werte fiir y bei geradem y ermoglicht.’” Auf der Grundlage
dieser Betrachtungen, welche ja im Wesen auf der doppelten Periodizitit des elliptischen Sinus’
basieren, kann man (ohne etwas zu verdndern) die Gleichungen 76 und 77 auch folgendermalien
schreiben:?

x =sn(u+2aw+2Bw’; k)

yzsn(%;ﬂ), a,B,Y,0 €Z.
Soll gewihrleistet sein, dal nur eine endliche Anzahl moglicher (unterschiedlicher) x-Werte zu
einem bestimmten Wert y gehoren (sowie umgekehrt),’* dann muf man ausgehend von diesen

30Reelle Werte fiir y sind Voraussetzung fiir eine rationale Losung (vgl. Abschnitt 4.3), rein imaginire Werte die
einer irrationalen Losung.

3IDje reelle Viertelperiode fiir x (beziiglich u) ist bekanntlich die des elliptischen Sinus’, also K, fiir y entsprechend
MA. Der Multiplikator M wird an dieser Stelle als reell angenommen, im anderen (nicht ausgeschlossenen) Fall
wiren w’, Q) reell bzw. w,Q imaginir.

32Mit anderen Worten werden die urspriinglich rein imaginiren Werte fiir y entlang der diinnen Linien in Abbildung 9
zu rein reellen Werten (dicke Linien).

33Wegen der Symmetrieeigenschaft des elliptischen Sinus’ sn(u + 2K; k) = —sn(u; k) konnte man diese Bezichungen
auch auf die reellen Argumente u +2aK bzw. u+2yMA’ reduzieren.

34Im Sinne der Forderung nach einer rationalen Losungsfunktion entsprechend Gleichung 72.
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Gleichungen die Periodenbedingung

u+2aw+2Bw = u+2yQ+26Q
2aw +Pw’ = 2yQ+6Q

formulieren. Separiert man darin Real- und Imaginirteil, dann ergibt sich fiir den Fall eines
reellen Multiplikators M

aw = yQ
s = o0 (78)
und im einfachsten Fall, d.h. wenn o =8 =1 gilt
K=yMA, vyeZ (79)
K =6MAN’, e’
K vy A
K 5 N

Fiir den Fall eines ganzzahligen Verhiltnisses y/6 bzw. /7, also eines Periodenverhiltnisses der
Form

(80)

spricht man beziiglich der Beziehung zwischen k und A von einer Modulgleichung vom Grad n.

Der Spezialfall y = n, 6 = 1 wird dabei als die 1. elliptische Haupttransformation (n-te Teilung
der reellen Periode), der Fall y = 1, 6 = n als 2. elliptische Haupttransformation (n-te Teilung der
imagindren Periode) bezeichnet.

4.5 Die Transformationsfunktion
Hier sollen nun ausgewdhlte Eigenschaften der Transformationsfunktion f(x; k) bzw. des Diffe-

rentials (von Gleichung 69) ermittelt werden. Die charakteristischen Eigenschaften sollen spiter
dazu dienen, Aussagen zur Form von f(x; k) machen zu konnen.

Reziproke Argumente Im Zusammenhang mit reziproken Argumenten sei auf folgende be-
merkenswerte Eigenschaft von f(x; k) hingewiesen:
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1
&8 = 3 e

Beweis. Ersetzt man im Ausdruck dx/ \/(1 —x2)(1 = k*x?) der Gleichung 69 die Variable x durch
1 / kx1

1 d dxy
xX=—, xX=—-—,
kx kx%

dann dndert sich nur das Vorzeichen der rechten Seite.

dx _ kdx
\/(1 —x2)(1 - k2x?) kzx% \/(1 —k_le_z)(l —kzk_le_z)
_ kdx1
NS
dxy

) V=1 -k2x2)

Substituiert man nach der gleichen Methode nun auch y durch 1/4y;, dann tritt auf der linken
Seite ebenfalls (nur) eine Vorzeichenumkehr auf und die Differentialgleichung 69 édndert sich
tiberhaupt nicht.® Folglich sind x; und y; ebenfalls durch y; = f(x; k) verbunden und es gilt:

1 1
= L’k =—=——
y=1(ew:4) A1 Af( k)

d. h. die Transformationsfunktion f muf} die Eigenschaft laut Gleichung 81 aufweisen. m|

Funktionsverlauf Weitere Eigenschaften der Losungsfunktion ergeben sich aus den Betrach-
tungen von Abschnitt 4.3 sowie 4.4. Dazu sei hier nocheinmal auf Abbildung 8a verwiesen,
welche den Verlauf des Parameters u in der komplexen Ebene zeigt. Sie zeigt den Weg des Para-
meters u insbesondere fiir die elliptischen Haupttransformationen (y =n,6 =1 bzw. y=1, 6 =n)
sehr anschaulich. Fiir diese Fille entarten die Gleichungen 76 und 77 auf den Wegabschnitten @
und @ (vgl. Abschnitt 3.11).

Fiir den Fall C = 0 enthilt Tabelle 5 eine Ubersicht in Bezug auf den Verlauf von u nach Abbil-
dung 8.

Auf Wegabschnitt @ determiniert y (gerade/ungerade) welche Gleichung fiir y zutrifft, auf Ab-
schnitt @ ist es 6. Ist y bzw. ¢ gerade, dann trifft jeweils Formel @ zu (irrationale Losung), im
anderen Fall ist es ® (rationale Losung). Als spezielle Funktionswerte ergeben sich daraus

3 Diese Methode kann sehr giinstig zur Bestimmung von A fiir eine spezifische Transformation angewandt werden.
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4 Modultransformationen

Tabelle 5: Funktionswerte x, y fiir C =0

| Weg || Re(u) \ Im(u) \ X \ +y
1 0<Re(uw) <K 0 sn(u; k) sn(u/M; A)
2 K 0<Im@) <K’ | nd[Im(u); k] % Jn ZC[[IImm((M”))/% : ;,]]
, 1 . @ sn(u/M; Q)
3 K <Re(u) <2K K k™' ns[Re(u); k] ® A-'ns[Re(u)/M: A]

Tabelle 6: Funktionswerte x, y fiir C = Q/2

| Rew | Imw | x \ +y |
0<Re(u) <K 0 sn(u; k) cd(u/M; A)
K 0<Im@) <K’ | nd(Im(u); k) % Jnscl((llﬁ((’;))//% fl))
K <Re(u) < 2K K k- 'ns(Re(w): k) % fﬁ(l'g/c zg{; e’g{) o
y=f0;k)=0

0 (1=0,2,4,..)
y=f(Lk=3+1  (W=159,..)
-1 (=3,711..)

® G ©

(82)

Eine wesentliche SchluBfolgerung der vorangegangenen Ausfithrungen sowie der Gleichungen
in Tabelle 5 ist die, dal f(x; k) in diesem Fall eine ungerade Funktion sein muf3.

Der Fall C = £+ MA fiihrt zu einer Verschiebung von y entlang der reellen Achse, wodurch y =
f(x; k) zu einer geraden Funktion wird. Mit Hilfe der Verschiebungsrelationen nach Tabelle 3
kann man auch hier eine Ubersicht angeben, welche Tabelle 6 prisentiert. Ist y bzw. ¢ gerade,

dann trifft jeweils Formel @ zu, im anderen Fall ist es ®.

Als spezielle Funktionswerte ergeben sich hier:

y=/f(0;k)=1
0 (yl=1,3,5,...)
y=fk=3+1  (ly1=0,4,8,...)
-1 (yl=2,6,10,...)

® ® ©

(83)

Rationale Lésungen Mit den soeben gewonnen Erkenntnissen kann man die rationale Lo-

sung nach Formel 73 konkretisieren.
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4 Modultransformationen

2
xu(xz) (C =03 y ungerade)
=1 w3y (84)
(C=MA ; y gerade)
v(x?)

Herangezogen wurden dazu all die Fille, welche in den Tabellen 6 und 5 rein reelle Funktions-
verlaufe erzeugen, also

e yungerade fiir C = 0 (ungerade Funktion)
e und y gerade fiir C = M A (gerade Funktion).

Nun soll noch nachgewiesen werden, daf} die Koeflizienten a, und b, der Polynome U(x) und
V(x) der rationalen Losung nach Gleichung 73 nicht unabhédngig voneinander, sondern durch
folgenden Relation verbunden sind.

‘ -

Au

=

Xy

| =

(85)

Xy Xy

Beweis. Um diese Beziehung einfach zu begriinden soll unser Augenmerk der Linearfaktordar-
stellung von U(x) und V(x) mittels der Polstellen x und Nullstellen x gelten. Im ersten Schritt
wird dazu f(1/kx; k) gebildet.

an I1 | (k2" — x|

b 11 [0 =,
u=l1

ay T1(1 = kxy)

= (k.x)_d —V:,l

by TT(1 =kx;x)
p=1

Nach Gleichung 81 und wegen x,—; = 0 muf3 nun gelten

1
1. _
I 0= T
an [T =k b 11062,
(k)4 —=! - . (86)
by TT(1—kxux)  Adn G—x)
u=l1 V=
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4 Modultransformationen

Setzt man im Zihler die speziellen Werte x = k™! )g;] , dann miissen sowohl links- als auch rechts-
seitiger Ausdruck verschwinden.

x=x,=0
1

X, =
<M k-xoy

Sind die Pole x,, aber schon durch die Nullstellen x,, determiniert, dann hdngen auch die Koeffi-
zienten b, von a, ab. O

Aus Gleichung 86 kann man, wenn andere spezielle Werte wie z. B. x = 1 eingesetzt werden,
auch das Modul A bestimmt werden.

IT(1 = x,)(1 — k)
u=1

(1= x,)(1 —kx,)
v=1

A=k

an

4.6 Transformationen erster Ordnung
Eine tabellarische Ubersicht der Transformationen erster Ordnung sowie der geeigneten Sub-

stitutionen ist unter anderem in [11148, 1V, § 2] zu finden. Wir beschriinken uns hier auf zwei
wichtige Transformationen — JAacoBr’s reelle sowie imaginire Transformation.

4.6.1 Imaginéare Transformation
Die imaginire Transformation wurde in Bezug auf das elliptische Integral erster Art schon in

Abschnitt 2.1, fiir den elliptischen Sinus in Abschnitt 3.10 behandelt. Um die Parameter M und
A aus der allgemeinen Gleichung 70 zu ermitteln, ist ein Blick auf Beziehung 18 notwendig.

F(p; k) = jF[arctan(sinhjp); k']

Diese Gleichung ist nun der folgenden speziellen Auspriagung von Differentialgleichung 70

d . do
LA (87)

/1_k231n2¢ 1 -k%sin’@

3Fiir den Nenner kann man eine dquivalente Bedingung x = 1/kx ¢, wihlen, die aber zum gleichen Ergebnis fiihrt.
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4 Modultransformationen

mit der Substitution nach Gleichung 19

6 = arctan[sinh(jp)]
= jartanh(sin ) (85)
¢ = —jarsinh(tan6) (89

dquivalent. Aus der spezifischen Beziehung 87 kann man durch Vergleich mit Differentialglei-
chung 70 sofort den Multiplikator und die zugeordnete Modulgleichung (vom Grad Eins) able-
sen.

Die Bestimmung des Periodenverhiltnisses ist mit diesen Werten kein Problem mehr.

K Kk K@) _ N
K K&) KW A

(90)

Die rationale Beziehung zwischen x und y ist schon in der Substitution 19 enthalten, wenn man
(wie immer) Gleichung 76 sowie 77 beriicksichtigt.

. . . sinf
sing =jtanf =]
1 —sin®6
x=j Y
V1=y?
i X
y:
1—x2

4.6.2 Reelle Transformation

Jacosr’s reelle Transformation nach folgender Gleichung

sn(u; k) = sn(ku; %) 1)

1
k

ermdglicht es, bei allen elliptischen Funktionen auch Module k > 1 zuzulassen.
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Beweis. Ausgehend vom Argument des Integrals F(y; k)

e
\1-k2sin? ¢

nimmt man die Substitution sinf = ksing, welche ja eine algebraische Beziehung erster Ord-
nung, ndmlich y = kx verkorpert, vor. Mit der Ableitung d6/dy = kcos ¢/ cos 6 erhilt man wieder
die typische Differentialgleichung

de 1 cosfded
\J1-k2sin? ¢ k' cosp1—sin20
1 de
~ k cosg
1 de

= 92)
k 1—k2sin%@

aus welcher nur noch die Parameter M und A konform zu Gleichung 70 abgelesen werden miis-
sen. O

Beweis. Mit den allgemeinen Beziehungen 76 und 77 sowie der vorgenommenen Substitution
sing = k™! sin@ ist der abschlieBende Beweis moglich.

inf 1 1
sn(u; k) = sing = —SIZ = %sn(%; A) = %sn(ku; %)

4.7 Quadratische Transformationen

Quadratische Transformationen sind durch eine Modulgleichung vom Grad n = 2 bestimmt,*’

also durch Periodenverhiltnisse wie z. B.

3TEine schone tabellarische Ubersicht aller 18 quadratischen Transformationen in ihrer Standardform ist in [Cay76,
§252, §478 ff.] zu finden.
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—=2— (93)

4.7.1 Lanpen-Transformation
Die Lanpen-Transformation ist wahrscheinlich der bekannteste Vertreter aller quadratischen

Transformationen [AS72, 17.5], [WW27, §22-42], [Ach70, § 38], [Cay76, §254], [Tri48, 1V,
§ 71, [Hur00, II-7, § 5]. Sie ist gekennzeichnet durch die “Periodenbeziehungen”

K=2MA, iK' =iMN’ (94)

welche eine Teilung der ersten (also reellen) Periode durch zwei anzeigen.*®

Transformationsbeziehung Die mit Gleichung 94 verbundenen Transformationsbeziehun-
- .39
gen sind:

(1 +k")sn(u; k) cn(u; k)

sn(ﬁ; )= an(u k) 95)
1-k
A= Y <k (96)
1
M =
1+k D

Beweis. Beschrinkt man sich auf die Periodenrechtecke um den Koordinatenursprung dann lie-
gen die Nullstellen von sn(u/M; 1) bekanntlich bei y = 0, +2M A, was nach den Periodenverhiilt-
nissen laut Gleichung 94 dquivalent zu ¢ = 0, +K ist. Demzufolge liegen die Nullstellen beziig-
lich x bei x =0, +1. In gleicher Art und Weise ergibt sich fiir die Pole y = 2MA+jMA’ = K +jK’
und entsprechend fiir x

1
x =sn(K+jK'; k) = i

In Bezug auf den allgemeinen Losungsansatzes mul3 es sich fiir y = f(x; k) also um eine Bezie-
hung der Form

3Deshalb wird diese Transformation auch als reelle Multiplikation der Periodenverhiltnisse bezeichnet.
39Ein sehr eleganter Beweis von Formel 95 mit Hilfe der Theta-Funktionen ist in [WW27] zu finden. Auch eine
geometrische Interpretation der Transformationsbeziehung 95 ist moglich, vgl. [11i48, IV, § 7], [Cay76, § 420].
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4 Modultransformationen

1—x2
1-k2x2

V2 =A% (98)
handeln. Um nun die Werte fiir den Multiplikator M, das Modul A sowie A zu bestimmen ist es
giinstig in beiden Losungsansitzen das Verhiltnis y/x zu bilden und dann gleichzusetzen.

1-x2  sn(u/M; Q)

A =
1—k2x2 sn(u; k)

(99)

Setzt man nun noch die drei ausgewihlten Werte u = K/2, u = 0 und u = jK’ ein, dann sind die
(ebenfalls drei) Unbekannten leicht zu bestimmen. ]

1. Ander Stelle u = K/2 = MA nimmt nach Gleichung 38 der elliptische Sinus (und demzu-
folge auch x) den Wert (1 + k)~'/2 an und es gilt

k/
Ay ———— = VI+K
14k — k2
A

=1+FK.

a) Setzt man nun den Wert u = 0 und folglich auch x = 0 in Gleichung 99 ein, dann
wird wegen der Unbestimmtheit des rechtsseitigen Ausdrucks eine Grenzwertbe-
stimmung nach der Regel von BErnouLLI-L’HospITAL notwendig.

sn(u/M; Q)
u—0 sn(u; k)
sn’(u/M; 2)
u—0 sn’(u; k)
_ i lim cn(u/M; A)dn(u/M; Q)
M u—0  cn(u; k)dn(u; k)
1

M

A=

b) Den dritten Wert u = jK’ = jMA’ kann man beim rechtsseitigen Grenziibergang
auf den vorhergehenden Fall zuriickfithren, wenn sn(u+jK’; k) = k~'ns(u; k) bzw.
sn(u/M+jAN'; 1) = A~ 'ns(u/M; 1) nach Tabelle 3 beachtet wird. Um auch den links-
seitigen Grenzwert ermitteln zu konnen, sind vorbereitend noch Zihler und Nenner
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4 Modultransformationen

durch x zu dividieren.

. x2-1 . sn(u/M; Q)
lim A4/ ——— = lim ———~
x—00 x2-k2 usik sn(u; k)

1 . sn(u+jA’; Q)
kM u—0sn(u+jK’; k)
A .. sn(u/M; Q)
=—lim——

kM = —1
k u—0 sn(u; k)
A
kM = —
kM
A= 2 = (-K)A+k) 1=K

(1+k)2  1+k
Eine weitere interessante Darstellung der Transformationsbeziehung ist moglich, wenn man die

Verschiebungsrelation sn(u + K; k) = cd(u; k) zu Hilfe nimmt.

sn(47: A) = (1 +k")sn(u; k) sn(u + K; k)

In dquivalenter Art und Weise kann auch die folgende Formel abgeleitet werden, wenn man die
Periodenbeziehungen 94 der Lanpen-Transformation beriicksichtigt.

sn(47 —A; Dsn(q7 +As ) = —[(1 +k’)sn(u+ %; k) sn(u— %; k)]2

Funktionsverlauf Der Verlauf der Transformationsbeziehung y = f(x; k) entsprechend Glei-

chung 98
I

ist in Abbildung 10 grafisch dargestellt.

Im Gegensatz dazu zeigen die einzelnen Bilder in Abbildung 11 die dquivalente Parameterdar-
stellung nach Gleichung 76 und 77. Der Parameter u lduft wieder auf dem Wegabschnitt D in
Abbildung 8a von 0 nach K, dann auf dem Teilstiick @ bis K +jK’ und zuletzt bis zum Punkt
2K +jK’ (bzw. rickwirts nach jK”).

Das Modul 4 Um eine Vorstellung vom Verlauf der Modulgleichung A = p(k) zu bekommen,
wurde Formel 96 in Abbildung 12 grafisch dargestellt.*’

4OWegen k > A wird diese Darstellung auch als aufsteigende Lanpen-Transformation bezeichnet (das Modul auf der
rechten Seite der Gleichung ist grofer als das auf der linken). Aus der Definitionsgleichung 1 des komplementéren
Moduls ergibt sich folgerichtig 1" > k.
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‘? )
1179 TR TP RRRITEE
1-‘* -----------------------------------------------------
0 i t
] e e T E«‘ ---------------------------------
S Y e LT T T T T TTTRPPPpoO
—o0 I I L X
o ~1/k -1 0 1 1k e
Abbildung 10: Losung der Lanpen-Transformation y = f(x; k)
1.0 0 T —— -
0 X t
SN | L T~ | X
0.5 s Im{y} 0
y
! !
0 e e
0 K/2 0 K /2 K’ 0 K/2 K
vV vV
(@0<u<kK (b)yu=K+jv

Abbildung 11: Lanpen-Transformation in Parameterdarstellung
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A
1.0
0.5
O I T T T T T T T T T k
0 0.5 1.0
. . 1-kK
Abbildung 12: Modultransformation A = Y

Aus der Modulbeziehung 96 konnen auBlerdem die folgenden niitzlichen Vertauschungsrelatio-
nen abgeleitet werden.

1+ =1+ =4 = 2
I+4 1+4
1+1= 101
T (101)
Gebriuchliche Darstellungen fiir das Modul k sind au3erdem
2o (=4 A+ -(1-2)?
a 1+a) (1+2)2
42
= =21 +K)
(1+2)?
2V
= — = 1 4 1 2
k=17 =0+K) Va (102)
die wegen der Symmetrie von Formel 96 dquivalent auch fiir A" gelten.
2VK
/1’=1:r/;=(1+/l)\/P (103)
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Eine weitere niitzliche Formel fiir A ist die folgende
kY (=R
\1+k) o\ k)

die sich aus der Multiplikation von Gleichung 96 mit 1+ k" bzw. 1 — k" unter Beriicksichtigung
der Definition des komplementéiren Moduls in Formel 1 ergibt.

Beziehungen fiir cn  Die Transformationsbeziehung fiir cn(u/M; 1) lautet

1= +k)sn?(u; k

Beweis. Ausgangspunkt soll Definitionsgleichung 31 sowie die LanpEN-Transformation des el-
liptischen Sinus’ in Formel 95 sein. Nach Kombination beider Gleichungen multipliziert man
zuerst alle Terme aus, extrahiert danach (1 + k”)sn?(u; k) und vereinfacht abschlieBend durch
Anwendung des binomischen Satzes.

cnz(%; AD=1- snz(ﬁ; A)

_dn’(u; k) — (1 +&)?sn?(u; k) en?(us k)

dn?(u; k)
1=+ k) = K)sn? (u; k) — (1+K)2sn?(u; k) + (1 +k)?sn* (u; k)
- dn®(u; k)
_1=2(0+K)sn?(u; k) + (1 +K')?sn (u; k)
- dn(u; k)
1= (1+K)sn(u; b))
- dnz(u; k)

Beziehungen fiir dn  Die Beziehung fiir dn kann ebenfalls ausgehend von der des elliptischen
Sinus’ in Gleichung 95 und mit Hilfe seiner Definitionsgleichung 32 ermittelt werden.

1—(1—k)sn(u; k
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Beweis.
dn®(£: ) = 1-A%sn*(4; )
2(u; k) en® (u; k)

—1-20+k 22

dn2(u; k)
dn’(u; k) — (1 - K')?sn®(u; k) en®(us k)
- dn2(u; k)
1 —k%sn?(u; k) — (1 —k")?sn?(u; k) [1 —sn?(u; k)]
- dn?(u; k)

Ausmultiplizieren sowie nachfolgende Anwendung des Binomischen Satzes fiihrt zu

1=2(1 = k)sn?(u; k) + (1 —k")2sn*(u; k)
dn’(u; k)
2
[1 —(1—k)sn2(u; k)]
- dnz(u; k) '

dn’(57: ) =

O

Die weitere Umformung der rechten Seite von Gleichung 105 kann jetzt noch so erfolgen, daf3
sie einzig und allein auf dn(u; k) basiert.

L K+dn* k) 1 (1= +(1+Ddn’(u; k)

dn(L: 1) = : -
"Gr AT T w2 dn(u; k)

Beweis. Fiir den Beweis verwendet man am einfachsten Definitionsgleichung 32 und Hilfsfor-
mel 2.

. 1—(1—k")sn?(u; k)
WGz = g
L+k = [1-dn*(u: k)|
~ (1+K)dn(u; k)
_ 1 K +d’uk)
S 1+k dn(us k)

Trigonometrische Beziehungen Beziiglich Differentialgleichung 70 ist die LANDEN-Transformation
durch die Substitution

55
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_ (I+K)sing cosep

sind (106)

\J1—k2sin?

gekennzeichnet. Mit der Beziehung fiir doppelte Winkel sin2¢ = % sin cos ¢ ist dquivalent dazu

1 sin2¢
4 \J1=Kk2sin?

Aus Gleichung 104 ergibt sich folgerichtig fiir den Cosinus

sin@ =

1-(1+K)sin’¢ _ cos®—k sin’ ¢
J1-K2sine \J1-k2sin?¢

und mit dem Theorem sin” ¢ = %(1 —cos2yp) sowie der Modulbeziehung 96

cosf = (107)

1 1-k'+(1+k)cos2¢ 1 A+cos2¢

cosf = — =171 .
\J1-k2sin? g \J1-k2sin? g

Insbesondere fiir numerische Berechnungen hat der trigonometrische Tangens Bedeutung. Die
entsprechenden Beziehungen konnen direkt aus Formel 95 sowie 104 gewonnen werden.

sinf _ (1+k")sinpcosy (1+k')tang

anf = = = (108)
cosf cos2 ©- k’ SiIl2 ©® 1 — k’ tan? @
Eine weitere oft verwendete Darstellungsvariante auf der Grundlage des Tangens ist
tan(d—¢) = k' tan¢ . (109)

Beweis. Ausmultiplizieren von Gleichung 108 gefolgt von Umstellen nach &’ tan ¢ ergibt

(1 -k tan?¢)tand = (1 + k") tang
tan6 — k" tanftan® ¢ = tanp + k" tan g
tan® — tanp = k" tan (1 + tan ftan ¢)

tanf —tan
Ktang= —— %
1+tanftane
tan—tanf

Mit dem Additionstheorem tan(a —f) = kann man nach tan(6 — ¢) auflosen.

1+tana-tanf
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tan(d — ¢) = k" tan .

Eine ebenfalls oft zu findende Darstellung mit Hilfe des trigonometrischen Sinus’ lautet:

sin(2¢ — 6) = Asinf (110)
sin[p—(0-¢)] = Asin[p+(6-¢)] .

Beweis. Sie kann aus Gleichung 109 abgeleitet werden, wenn man die trigonometrische Pro-
duktformel sinacosfB = 1/2[sin(a +B) + sin(a — B) | anwendet.

sin(0—¢) Y sing
cos(@—¢)  cosg

sin(f — ) cos = k' cos(6— ) singp
sinf —sin(2p — ) = k' sinf + k" sin(2¢ — )
(1+k")sine—60) = (1 —k")sin@

’

sin(2¢ —6) = ok

sin@

Beziehungen fir F(p; k)  Aus den allgemeinen Transformationsbeziehungen 77 und 76 sowie
Formel 97 resultiert sofort folgende Darstellung

u = F(g; k) = MF(8; 1) (111)
F@; 1) = (1+K)F(g; k) . (112)

4.7.2 Gauss-Transformation
Die Gauss-Transformation realisiert im Gegensatz zur LaNDEN-Transformation (welche die reel-

le Periode teilt) eine Division der imaginédren Periode durch zwei [Ach70, § 39], [Cay76, § 246].
Sie wird in vielen Literaturquellen durch folgende Gleichungen beschrieben.
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_ (I+k)sn(u; k)

L)) = 113
snGyr: V) 1 +ksn2(u; k) (113)
1
= — (114)
1+k
2Vk
A= —— 115
1+k (115)

Es ist nun relativ einfach die Gauss-Transformation mit Hilfe der elliptischen Funktionen direkt
aus der LANDEN-Transformation abzuleiten.*!

Beweis. Nimmt man als Ausgangspunkt Gleichung 95 der Lanpen-Transformation und ersetzt
sn(u; k)cd(u; k) mit Hilfe von Gleichung 52, dann ergibt sich

1+ /1—dn(2u;k)
) = .
1G> D = == \ TS dnu b

Quadrieren und Umstellen nach dn(2u; k) fiihrt zu einer ersten recht bekannten Gleichung der
Gauss-Transformation.

ASHZ(%’ /l)[l +dn(2u’ k)] = 1—dn(2u, k)
dn(2u; k) [1 +Asn? (4 /l)] =1 - asn’(7; D)

o 1=asn(u/M; Q)
dn(2u; k) = 1+ AsnZ(u/M; ) (116)

Will man die Beziehungen fiir den elliptischen Sinus ermitteln, dann ist auf der linken Seite noch
sn(2u; k) zu extrahieren. Dazu verwendet man am am einfachsten Definitionsgleichung 32 der
Delta-Amplitude sowie Hilfsformel 102.

1 —k2snQus; k) =

1= Asn®(u/M; a)r
1+ Asn2(u/M; Q)

[1 + Asn?(u/M; /l)]2 - [1 — Asn*(u/M, /l)]z

k*sn®QQu; k) = -
[1+ Asn2(u/M; 2)]
2 .
k25n2(2u; k) = 4Asn“(u/M; ) .
[1+ Asn2(u/M; 2)]
sn(2u: k) = (1+D)sn(u/M; A1)

1+ Asn?(u/M; 2)

*!Hzufig wird diese Transformation deshalb auch als absteigende Lanpen-Transformation bezeichnet.
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Nimmt man zuletzt noch die Ersetzungen

u
U, = —
£ M
u
i S, 1
Mg

L=k (Ay=K)
k=4 (Kg=A)

vor und bezieht die Transformationsbeziehungen 95, 97, und 96 mit ein, dann erhilt man die
Beziehungen der Gauss-Transformation.*?

M= 8
u=1u = —
£ 2M,
1 1+K 1 1
Mg

TOM T2 144 14k
1+ 1+k,
' _1_]{'_1—/1;
ST 1+

Beziehungen fir dn Fiir die Delta-Amplitude dn ergibt sich die Transformationsbeziehung
recht einfach aus Zwischenformel 116, wenn Gleichung 34 in der Form

k*sn?(u; k) = 1 —dn’(u; k)

beriicksichtigt wird.

1 — ksn?(u; k)

1 + ksn?(u; k)
k—[1-dn*(u: k)|

k1 - dn’(u; b

dn(47; ) =

(117)

42Um die Eindeutigkeit bei der Darstellung der Zusammenhiinge mit der Lanpen-Transformation zu wahren, sind
alle GroBen aus den Formeln der Gauss-Transformation mit “g” indiziert worden
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Beziehungen fiir cn  Die noch ausstehende Beziehung fiir cn lautet

cn(u; k)dn(u; k)

L.y =
s D = T en2Gus

(118)

Trigonometrische Beziehungen Die gesuchte Beziehung fiir den Sinus erhélt man wieder
durch direkte Umsetzung von Transformationsbeziehung 113 mit Hilfe der trigonometrischen
Aquivalenzen in Gleichung 70 sowie 30.

sing = (1 +k)51;190
1 +ksin“ g

Eine eng mit der Gauss-Form des elliptischen Integrals erster Art (siche Gleichung 6) verbun-
dene Darstellung ist immer die iiber den Tangens. Sie kann aus der vorangegangenen Gleichung
sowie dem Aquivalent fiir den Cosinus nach Formel 118

cosg /1 —k2sin ¢

1 +ksin?¢

cosf =

gewonnen werden, wenn man dann noch die trigonometrische Beziehung sin? ¢ = tan /(1 +
tan® ¢) hinzuzieht.

sinf (1+k)sing

cos cosg /1 —k2sin® ¢

(1+k)tang

o tan’e
1-k I+tan?

1 +tan¢

=(1+k)tan _
( i 1 +ktan? ¢

(119)

Periodenverhéltnis Die Bestimmung des Periodenverhiltnisses gestaltet sich ausgehend von
den Periodenbeziehungen der LaNDEN-Transformation relativ einfach. Man muf} dabei nur Glei-
chung 94 auf die mit einem tiefgestellten “g” gekennzeichneten Groflen der Gauss-Transformation
umsetzen.

60
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Kg
Ay =2MK, = —%
Mg
g =i e
Ny = MK = 5=
8 8 2Mg
K, A
L2 (120)
Kg Ag

4.8 Erste elliptische Haupttransformation, n ungerade
4.8.1 Periodenbeziehungen

Charakteristisch fiir die 1. elliptische Haupttransformation ist, daB die reelle Periode 2Q = 4MA
von y = g(u/M; 1) genau n-mal die reelle Periode 2w = 4K von x = sn(u; k) teilt, die imagi-
niren Perioden aber gleich sind (n-te Teilung der ersten Periode,*® vgl. Fall y = n, 6 = 1 in
Abschnitt 4.5).

K=nMA (121)

K =MN’ (122)
Das sich ergebende Periodenverhiltnis

A K’

= o= 12

N (123)

zeigt, daf3 es sich bei der Beziehung zwischen A und k£ um eine Modulgleichung vom Grad n
handelt.**

Den Verlauf fiir x und y im Bereich —K < u < K in Abhingigkeit vom Parameter u zeigt Abbil-
dung 13.

4.8.2 Funktionsverlauf

Fiir ungerades y = n muf die Integrationskonstante C aus Abschnitt 4.5 verschwinden, damit y
auf Wegabschnitt @ in Abbildung 8a reell ist.®

43n der Literatur wird der Begriff der ersten Periode sehr hiufig anstatt reelle Periode verwendet, da er besser der
Verallgemeinerung mehrfach-periodischer Funktionen entspricht (siche z. B. [Koe74]).

4Welche der Ungleichung A < k geniigt (vgl. Abbildung 4, in der das Verhiltnis K/K’ als Funktion des Moduls k
dargestellt ist).

#3Nach Tabelle 5 gilt auf diesem Teilstiick y = nd(Im(u)/M; 2').
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T
‘\ AR N
0 4 R SR L ‘\,,,I,l,_ s FR—
\\ ' y A v/
\ | (n = 4) i
. u
-K 0 K
(a) n ungerade (b) n gerade
Abbildung 13: Verlauf fiir x und y im Intervall -K <u < K
y =sn(y;; ) (124)

Der zugeordnete Verlauf des Parameters u ist fiir diesen Fall nocheinmal anschaulich in Abbil-
dung 14 illustriert (inklusive der positiven Nullstellen und Pole), wobei fett dargestellte Gitter-
netzlinien reelle Werte des elliptischen Sinus’ kennzeichnen.

Der Funktionsverlauf von y = f(x; k) ist in Abbildung 15 dargestellt.
Er ist direkt aus dem Gitter in Abbildung 14 erkldrbar, wenn man folgendes bedenkt:

1. Auf Wegabschnitt (D lduft x von O nach 1 (u entsprechend von 0 bis K), wihrend y wegen
Gleichung 121 genau n-mal die reelle Viertelperiode des elliptischen Sinus durchliuft und
dadurch (n—1)/2 Nullstellen erzeugt.46

2. Auf Wegabschnitt @ lduft x von 1 bis 1/k (siche auch Tabelle 5). Da die imaginiren (Halb-
) Perioden von x und y nach Formel 122 aber gleich sind, bewegt sich y dquivalent von 1
bis 1/4.

3. Auf Abschnitt @ des Weges von u herrschen dhnliche Verhiltnis wie auf dem Ersten, nur
daf y hier invertiert ist und so wegen Formel 121 genau (n— 1)/2 Pole generiert.

4.8.3 Rationale Lésungsfunktion

Aus den wichtigsten Eigenschaften der Differentialgleichung 70 sowie der Transformationsfunk-
tion, welche in Abschnitt 4.5 erarbeitet wurden, hat schon C.G.J. Jacosr in [Jac29] die folgen-
de spezielle Form der rationalen Transformationsfunktion geschluf3folgert (vgl. auch [Cay76,
§ 229], [Ach70, §40]).

46Dje Nullstelle bei x = 0 nicht mitgezihlt.
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N~ |
3 4K 5K 6K
n n T,’?//
................... FANNEaS |
+1 0 -1 0 +1
/ '/
/ ‘/

Reell

Abbildung 14: Verlauf von u in der komplexen Ebene (n = 7, ungerade)
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0 1 1/k

Abbildung 15: Erste elliptische Haupttransformation fiir n = 7

2 2 2
e (=5)0-g)0-g)- ﬁ
M (1—k2a§x2)(1—k2a§x2)(1—k2a§x2)~-_M i L= k222

(125)

Sie gewihrleistet insbesondere, daf3

e y = f(x; k) eine rationale, ungerade Polynomfunktion der Form U(x)/V(x) ist;

e das Verhalten fiir reziproke Argumente der Art 1/kx konform zu Gleichung 81 erfiillt
werden kann;

e sowie die speziellen Werte £(0; k) = 0 und f(1; k) = (=1)"~1/ realisierbar sind.*’

4.8.4 Nullstellen (Koeffizienten)

Offen ist unter anderem die Bestimmung der Koeflizienten a;, welche sowohl zur Berechnung
von M als auch A bendtigt werden. Dazu mufl man sich iiber die Lage und Anzahl der Nullstellen
in Gleichung 125 klar werden.

1. Die durch Gleichung 125 reprisentierte Funktion hat n Nullstellen, wobei (n—1)/2 davon
letztlich die Koeffizienten a, erzeugen.

4TWobei der Wert f(1; k) = (—=1)"~D/2 durch den Multiplikator M angepaft wird.
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2. In der gleichwertigen (elliptischen) Parameterdarstellung 77, also in y = sn(u/M; 1), miis-
sen diese Nullstellen ebenfalls enthalten sein.

Die Koeffizienten a, der rationalen Transformationsgleichung 125 sind nun folgendermalen
bestimmt

a,=sn(vEik),  v=246,..n-1. (126)

Beweis. Kennt man die Nullstellen x,, von Gleichung 125, dann kennt man auch die Koeflizien-
ten a, darin.*®

ay = Xy, v=24,6,...,n—1

Die reellen Nullstellen, die alle im Bereich |x| < 1 bzw. |u| < K liegen, ergeben sich aus der
elliptischen Parameterdarstellung fiir y

y= sn(%—;; /l) =0
uy = vMA, v|=0,2,4,6,...,n—1
sowie der fiir x in Verbindung mit den Periodenbeziehungen.

Xy = sn(l/f,v; k)

x=sn(vEK)<1, p=0.2.4.6,...n-1 (127)

4.8.5 Polstellen

Die n—1 reellen Pole ermitteln sich nun recht einfach, wenn man in Gleichung 125 die Produkt-
terme des Nenners Null setzt.

1
= ka, kx,
1 1
X, = —= v|=2,4,6,....n—1 (128)
ksn(v;;k) k

48Wobei an dieser Stelle nur die positiven und von Null verschiedenen Nullstellen betrachtet werden.
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Zum gleichen Ergebnis gelangt man, wenn die elliptische Darstellung mittels Gleichung 76
und 77 als Ausgangspunkt genommen wird. Die Pole liegen dann offensichtlich auf dem We-
gabschnitt @ laut Abbildung 14 bzw. Tabelle 5, und zwar bei u, = K +jK’ +vK/n.

4.8.6 Extremwerte

Die lokalen Extremwerte, deutlich sichtbar auch in Abbildung 15, liegen bei

+sn v’;(;k)

xg =sn(ug; k) = +%ns(v5'k) , v=1,3,5,...n=-2
+ 0

S
2

Beweis. Die Bestimmung der Extremwerte kann (wie tiblich) mit Hilfe der ersten Ableitung
von y = f(x; k) erfolgen. Bedenkt man aber, dal y = f(x; k) ja die Losung der Differentialglei-
chung 69 ist, dann kann man mit Blick auf Formel 71 sofort zur Bestimmung der Nullstellen
von dy/dx tibergehen.

dx M cn(u; k)dn(u; k)

dy _ 1 en(y Adn(gzs )

Die Kombination der Nullstellen von cn(u/M; A) und dn(u/M; A) fiihrt nach Tabelle 1 fiir u zu
den Extremstellen

”ME =@+ DA+jIN,  nl€Z
K

ugp = 2n+1)— +j¢K’ .
n

Beriicksichtigt man die Auspridgungen des elliptischen Sinus’ fiir spezielle Argumente nach Ta-
belle 2, dann kann der Beweis abgeschlossen werden.

K. _ .
xp = sn(ug: k) {isn(v;,k) (v=1,3,5,...n—2; { gerade)

i%ns(u%;k) (u=1,3,5,...n—2; { ungerade)
{il (v=1,3,5,...n—2; { gerade)

=sn(5E; A) = .
YE (M ) i% (u=1,3,5,...n—2; { ungerade)
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4.8.7 Beziehungen fiir die elliptischen Funktionen

Transformationsbeziehung flir sn  Die Transformationsbeziehung bei Verwendung des el-
liptischen Sinus’ ist direkt in Gleichung 125 enthalten, wenn man x und y entsprechend der
Beziehungen 76 und 77 ersetzt.

el 1— snz(u k)
sn(u k) 1—[ sn2 (VK /n; k)

y=246.. 1— k2sn2 v— )snz(u;k)

sn(75 A) = (129)

Aus der letzten Darstellung der Transformationsbeziehung 146t sich auch die Linearfaktorzerle-
gung mit Hilfe der Pol- und Nullstellen gewinnen.

2

L ol 1—"—3

y_Mvzz,%,. 1-k2ge
x (x—x)(x+x,)
Mvz 46.. { X (r=7 V)(x )}
el I X)X+ Xy
v [] CE5E

Weitere interessante Darstellungen der Transformationsbeziehung 129 ergeben sich bei Vorweg-
nahme von Gleichung 138

n—-2 n—1
=M sn’ (v%; k)
v=1,3,5,... v=2,4.6,...

sowie Multiplikationsformel 47.

(s 1) = sn(u; k) = 1 ' sn’ (v%; k) —sn?(u; k)
M M 6. sn? (v%; k) 1 —k?sn? (V%; k) sn?(u; k)
n—1
=(-1)" 1 n_zsn(u, k) sn(u+v5,k) sn(u—vK,k)
K y=
v:lgl,s,‘..sn2 <V” ’ k) e
w1 [ A = K K
=(-1)z2 ﬁsn(u;k) sn(u+v7,k)sn(u—v—,k)
v=2,4.6
= (—1)”51 in r sn(u+v§;k)

y=—(n—-1),—(n-3),...
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Transformationsbeziehung fiir cn  Die Beziehungen fiir cn und dn konnen z. B. abgeleitet
werden, indem man die Pole und Nullstellen der (ebenfalls) rationalen Polynome en?(u/M; Q) =
1 —y? und dn?(u/M; 2) = 1 — 22y? ermittelt. Beide Funktionen haben die gleichen Pole, wie der
elliptische Sinus y = sn(u/M; 1) = U(x)/V(x) fiir diesen Fall.

V2(x)— U*(x)

1-y*=
V2(x)
L2 VW-2U
g V2()

Zur Bestimmung der Linearfaktoren des Zihlers wird zuerst der elliptische Cosinus cn(u/M; 1)
betrachtet, dessen Nullstellen bei (2v+ 1)MA = (2v+ 1)K/n mit v € Z liegen. An diesen Stellen
nimmt x nach Gleichung 76 die Werte sn[(2v + 1)K/n; k] an. Da der Grad des Zihlerpolynoms
genau dem von y entspricht 146t sich folgende Linearfaktordarstellung angeben, die abgesehen
vom Vorfaktor A eindeutig bestimmt ist.

4n—1

1 [x=sn(us )

p=13,5,..

Wegen der Symmetrie sn(K —u; k) = sn(K + u; k) und der Spiegelungsbeziehung sn(2K —u; k) =
—sn(2K + u; k) kann man den Zihler vereinfachen.

nﬁZ [xz _ SnZ (ﬂ%; k)]Z
an(%; 1) =A2(1-22) p=135....

I1 [1 — k?sn? (v%; k) x2]2

y=24.6....
n=2 ) 2
2
n=2 _11315 [1 snz(T]K/n;k)]
=A’(1-x) nt (u&; k)- ’j”
2
p=135,.. [1 k2sn2(v— )xz]
246

Aus dem schon bekannten Funktionswert y = f(0; k) = 0 entsprechend Abschnitt 4.5, Formel 82
kann man abschliefend den Vorfaktor A ermitteln
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n-2
1=A? sn4(;1§;k)
u=1,3.5,...
A% = !
n—2 Al K
,1—11,},5 sn (,u s k)

und damit die Transformationsbeziehung fiir cn angeben.

n-2

H _ sn?(U; k)
PG snz(,uK/l’l; k)
cn(q7: A) = en(u; k) — (130)
[T 1-k2sn?(vE: k)sn2(u; k)
v=24.6,...

Transformationsbeziehung fiir dn  Fiir dn kann man in gleicher Art und Weise verfahren,
also beginnend mit der Bestimmung der Nullstellen. Wegen dn(v +jK’; k) = —jcs(v; k) nach Ta-
belle 3 liegen die Nullstellen (beziiglich u) bei Qv+ 1)MA +jMA’ = 2v+ 1)K/n+jK’ mitv € Z.
Da aber (vgl. ebenfalls Tabelle 3) fiir sn die Beziehung sn(v +jK’; k) = k~'ns(v; k) gilt, nimmt
x an den Nullstellen die Werte k! ns[(2v+ 1)K/n; k] an. Nun ist man (wie beim elliptischen
Cosinus auch) in der Lage eine entsprechende Linearfaktordarstellung anzugeben.

4n—1 - K.
MZES,.”x ks (1% k)
n—1 B K. 2

v=2£1,6,... [1 k2sn? (v . k) xz]

1- 2%y =dn’(44: 1) = B?

) L e (o)
n]:II [1 — k?sn? (v%; k) x2]2
v=2,4.6,...

_B (xz k2

Aus dem Funktionswert y = 0 an der Stelle x = 0 kann man wieder den Vorfaktor bestimmen.

-2
B* = -k* h k*sn* (,u%; k)
p=135....

Einsetzen und Ausmultiplizieren des Zihlers liefert das Ergebnis
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n-2

1= (w02
dnz(l- )= (1 —k2x2) u=135,...
M> — :
[l [1 —k2sn2 (v%; k) x2]
v=2,4.6,...
n=2

[T 1-k*sn? (,u%; k)x2

=1,35,...
dn(igs ) = V12 —= (131)

[T 1-ksn?(vE: k)2

v=24.6,...
n-2
[T 1-k%sn? (u%; k) sn?(u; k)
dn(2: ) = dn(us ) 20 . (132)
[T 1-k%sn? (v%; k) sn2(u; k)
v=2,46....

4.8.8 Der Multiplikator M

Mit dem Funktionswert y = (—=1)"~1/2 an der Stelle x = 1 kann man den Multiplikator M in
Gleichung 125 recht einfach bestimmen (vgl. auch allgemeine Aussagen in Abschnitt 4.5, For-
mel 82).

n—1 1 n-l l_a_2
—1 2 = — 14
T e
M=(-1)7 1 = (133)
B y=2,46.... 1-ka;

Mit der Formel fiir die Koeffizienten a, ergeben sich neue Darstellungsmoglichkeiten sowohl
fiir M als auch A. Dazu soll mit Hilfe der Verschiebungsrelation sn(K —u; k) = cd(u; k) nach 3
zuerst der folgende (mehrfach auftretende) Term vereinfacht werden.

11—_1;1; :Cd2("§;k)’ v=2,4,6,....,n—1
= s ((n=)33: )
:Snz(#g;k), u=n-2,n-4,...,5,3,1 (134)

Jetzt kann ausgehend von Gleichung 133 der Multiplikator M konkretisiert werden.
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n-2
2(, K.
n—1 _ 2 _I_I sn (ﬂ;’k)
B I 1-a, u=135,.
M = a_z. T2 = p (135)
v=246,. "V v [1 sn? (VZ? k)
v=24.6,...

4.8.9 Das Modul 1

Aus der Eigenschaft der Unverdnderlichkeit von Differentialgleichung 69 fiir x := 1/kxund y :=
1/Ay nach Formel 81 kann man das Modul A ermitteln.

n—1 n— 2 \2

1-a

— Af2n 4 _n v

A= M3k _| | al=k ) (1—k2a3) (136)
v=24.06,... v=2,4.6,...

Beweis. Dazu geht man wieder von Gleichung 125 aus und nimmt darin die entsprechenden
Substitutionen vor.

1
Ay k a

Da auch hier die Bedingung y = f(1; k) = (=1)"~D/2 erfiillt sein soll (vgl. spezielle Werte nach
Formel 82), kann man, wenn Gleichung 133 hinzugenommen wird, schreiben

1
I T S e
o :
Ak v=2,46,.. 1-ay
n—1 2
1-a
A=kM ]_[ IV (137)
y=246... 1~ a2
n—1 n—1 -2
l1-a
= kM Kat Y
1 - k242
v=2,4.6,... v=2,4.6 v
n—1
2 4
a=m || a
v=2,4.6,...

Setzt man nun die Darstellung fiir M nach Formel 135 in Gleichung 137 ein, dann erhélt man
recht schnell eine Darstellung fiir A, die nur noch von den Koeffizienten a, abhingt. Dazu werden
Zihler und Nenner auBerdem mit mit k’a? multipliziert und dann mittels & ﬁ;i 4,6,”.k2 = k"
weiter vereinfacht.
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n—1 = 1—a2 _a_2
A=(=D7k Y ,
n 1—k21az 1 —k2a?

O

Wie auch in [Jac29, § 23] dargestellt, fiihrt (unter Zuhilfenahme von Formel 134) Einsetzen der
Koeffizientenbeziehung 126 zu der folgenden bekannten Form fiir A:

-2 =i
A=k" T sn4(v§;k)=M2k" T_l sn4(V§;k) . (138)
v=1,3,5,... v=2,4.6,...

4.8.10 Das komplementéare Modul A’

Die Beziehung zwischen den komplementéiren Modulen kann direkt aus Gleichung 132 abgele-
sen werden, wenn man dort den speziellen Wert u = K (also dn(nA; 1) = A’) einsetzt.

i3 _12en2(,, K. n=2 2 K.

V=K N:1,3,5,..,1 Kosn (“n ’ k) — u=11,;1,5,...dn (#n ; k)
n—1 —

v:zg,ﬁ,.._ 1-k?sn? (V% k) szgl,&.__ dn? (Vf; k)

Mit dn(K — u; k) = k'nd(u; k) kann man diese Relation bei entsprechender Umindizierung sogar
noch weiter vereinfachen.
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w
i

Reell

Abbildung 16: Verlauf von u in der komplexen Ebene (n = 6, gerade)

4.9 Erste elliptische Haupttransformation, n gerade
4.9.1 Funktionsverlauf

Fiir gerades y = n muf} die Integrationskonstante C aus Abschnitt 4.5 die reelle Viertelperiode
C =Q/2 = MA annehmen (vgl. auch Tabelle 6),

y=sn(3 +A; ) =cd(3;; ) (139)

damit y = f(x; k) eine gerade Funktion und aulerdem auf Wegabschnitt @ in Abbildung 8a reell
ist. Der zugeordnete Verlauf des Parameters u (inklusive der positiven Nullstellen und Pole) ist
dazu nocheinmal anschaulich in Abbildung 16 illustriert.

Der Funktionsverlauf von y = f(x; k) entspricht prinzipiell dem fiir ungerade n, nur der Funkti-
onswert an der Stelle x = 0 ist wegen der Verschiebung entlang der reellen Achse y =1 (siehe
Abbildung 17).
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0 11/k —» oo

Abbildung 17: Erste elliptische Haupttransformation fiir n = 6

4.9.2 Rationale Losungsfunktion
Aus den wichtigsten Eigenschaften der Differentialgleichung 70 sowie der Transformationsfunk-

tion, welche in Abschnitt 4.5 erarbeitet wurden, kann man wiederum auf die Form der (diesmal
geraden) rationalen Transformationsfunktion schlieBen [Ach70, Tab. XXII].

(1-2)0-2)0-2)- 1—[

T (1-Ra2)(1 - a2 2)(1 - a2

1__

140
1 = k2ax2 (140)
v=1,3,5,..

Sie erfiillt unter anderem auch die speziellen Werte f(0; k) = 1 und f(1; k) = (-1)"2. Aus dem
Funktionswert f(0; k) = 1 ergibt sich die noch erwihnenswerte Beziehung:*’

n—1 ) n—1 l—a%
a =
4 _ 2 2 *
v=135,... =135, L—kay

4Diese Relation ist, wenn man die Koeflizientenformel kennt, auch sofort aus sn (K - V%; k) =cd [v%; k] abzuleiten.
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4.9.3 Nullstellen (Koeffizienten), Pole und Extremwerte

Wie schon Abbildung 16 anschaulich zeigt, ist die Lage der Pole und Nullstellen (gegeniiber
ungeradem Grad n) entsprechend der Integrationskonstante C um /2 = M A, also fiir u um K/n
verschoben (vgl. Wegabschnitte (D und Q).

~k), v=1,3,5,....n—1 (141)

(142)

wobei einer der Werte fiir v = 0 bei x — oo zu liegen kommt.

4.9.4 Beziehungen fiir die elliptischen Funktionen

Transformationsbeziehung fiir sn  Die Transformationsbeziehung fiir den elliptischen Si-
nus ist wieder direkt in Gleichung 140 enthalten, wenn man x und y durch die entsprechenden
elliptischen Funktionen ersetzt.

1 1— sn?(U; k)

2vK/n; k)
sn(L+A; Q)= o
M e 11:[5 1- kzsn2 v— )snz(u; k)

(143)

Eine weitere interessante Darstellung der Transformationsbeziehung 129 ergibt sich auch hier
mit Hilfe von Multiplikationsformel 47.
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n-1 sn? (v%; k)—snz(u; k)

G+ A= y=135.. Sn? (v— k) 1—K2sn? (v%; k) sn?(u; k)

, =L osn u+v— k) sn(u—v%;k)
=(-D? ]:[ s (vE; 1)
-1
:(_1)5 k—n T sn(u+v§;k)

v=—(n—1),—(n=3),...

Transformationsbeziehung fiir cn  Ahnlich wie fiir den Fall eines ungeraden n (vgl. Ab-
schnitt 4.8.7) kann man auch hier vorgehen und erhilt in Folge

n-2 2.
_ s’y kb
A ﬂ=21,:1[,6,... : sn(uK /n; k)
cn(& + A; 1) = —— sn(u; k)en(u; k) (144)
M M 1
[1 1-k*sn (Vg; k) sn?(u; k)
v=1,3,5,...

Beweis. Auch diesmal kann man die Gleichung fiir cn durch Betrachtung der Pole und Nullstel-
len herleiten (vgl. Abschnitt 4.8.7). Dazu geht man wieder von einem Ansatz aus, in welchem
eigentlich nur ein Vorfaktor zu bestimmen ist.

4n-2
[1 —Sn(/,t k)
1‘y2=cn2(%+A;/I):A2 ,11—024
H [1—k25n2( k)xz]Z
v=1,3,5,..

Wegen der Symmetrie des elliptischen Sinus um K, d.h. sn(K —u; k) = sn(K + u; k) sowie der
Spiegelungsbeziehung sn(2K — u; k) = —sn(2K + u; k) kann vorher noch das Produkt im Zihler
reduziert werden. Lost man dabei aulerdem die Faktoren fiir 4 = 0,7,2n und 3n heraus, so ergibt
sich

i sk

1=2,4.6....

en?(& + A; ) = —A%% (1 - xP)

I [1-~s2(vE; k)]

v=135,...

Um den Vorfaktor A nun zu bestimmen, kann man z. B. den Funktionswert fiir x — oo heranzie-
hen, welcher schon zu y = 1/4 ermittelt wurde.
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4 Modultransformationen

n=2 5

1 : 2.2 2 ,u=2,4,6,...[xz_sn2(ﬂ§;k)]
- = lim -A%20 -5 2
L [ (s ]

n-2 2 . 2
T [1 _sn (ﬂI;/n, k)

)
() == im -]
. 1 [xiz—kzsnz(vg;k)]2

v=1,3.5
pU 2 n—-l
A% = (7) [kzsn2 (v%, k)]
v=1,35,...
2 n/l, 2 4(, K
A —(k 7) sn (v;;k)
v=1,3.5

Einsetzen des gerade ermittelten Vorfaktors fiihrt zu einer ersten geschlossen Losung

)
, n-1 nl_[ x? —sn? (,u%;k)
en(y; + A3 ) = —k”%x VI1-x2 l_l sn? (vf; k) #n:_21’4’6"" ’
v=1,3,5,... n 1 — k2sn2 (Vg; k) 2
v=1,3,5,...

welche allerdings nicht gerade iibersichtlich ist. Mit Vorgriff auf die Berechnungsformeln fiir A
und M (Gleichungen 146 und 147) und deren Beziehung zueinander

= (-1)2K" snz(vg;k) snz(,uf;k)

A
M
y=13.5.... 1=2,4.6....

ist man in der Lage, eine etwas kiirzere Form anzugeben.

nl:IZ ¥
R
K
X p=246..  s(pisk
cn(]t'—,I+A;/l)=—MxV1—x2 — ( . )
[T 1-k%sn? (v%; k) x2
v=1,3,5,...

Transformationsbeziehung fiir dn  Die entsprechende Beziehung fiir dn lautet:
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4 Modultransformationen

n-2
[T 1-k*sn? (,u%; k) sn(u; k)
=2,4,6,...
dn( + A; 2) = Vdn(u; k) 2 —

(145)

[T 1-k%sn? (v%; k) snZ(u; k)
v=13.5,...

Beweis. Auch hier geht man am besten wieder von den Nullstellen aus, welche entsprechend der
Definition fiir die elliptische Delta-Amplitude dort liegen miissen, wo sn(u/M + A; 1)den Wert
1/A annimmt. Genau diese Stellen haben wir aber schon als Extremwerte des Funktionsverlaufes
dieser Transformation erkannt. Sie liegen bei xg = ik‘lns(,uK /n; kymit u = 0,+2,+4,..., was
folgenden Ansatz fiir eine Linearfaktordarstellung rechtfertigt

4n-2

L [ (o0
1_/12 2:dn2(%+A;/l):Bz p#E2n .
y=135,.. n’

Wieder beriicksichtigen wir, daB sn(u; k) eine ungerade Funktion mit der Halbperiode 2K ist und
extrahieren aulerdem den speziellen Wert ns(uK/n; k) = £1fiir die Indizes u = n,3n.

n-2

o[-k 2ns? (u: 4)|
dn(& +A; ) = B (xz B k‘z) p=2,46,...
nﬁl [1 — k2sn2 (VK' k)x2]2
v=1,3.5,... n’

Der Vorfaktor kann z.B. durch Einsetzen des Funktionswertes an der Stelle u = 0, d.h. y =
f(0; k) = 1 bestimmt werden.

n-2
1-22=-B*%? l_[ [k_2n52 (,u%; k)]2
U=24.6,...
n—2
B2 = _ 221 l_l sn? (ﬂg; k)
4=24.6,...

Mit diesem Ausdruck fiir B kann man nun die Transformationsbeziehung fiir dn(u/M + A; A)
konkretisieren.
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4 Modultransformationen

n—-2

[1 [1 — k*sn? (;1%; k)x2]2
2/u 72 2 2\ H=24....
(4 + A; ) = 12 (1-1207) —
nHI [1 —k28n2 (VK' k) x2]2
y=13,5,.. n’
nl:[2 1= k2sn? (& k) sn?(us k)
U=2.4.6.... n’ ’

dn(57 +A; ) = A'dn(u; k) —

[T 1-k%sn? (v%; k) sn2(u; k)
v=1,3,5,...

4.9.5 Das Modul 1

Das Modul A kann auf den verschiedensten Wegen bestimmt werden, z.B. auch wieder aus
der Eigenschaft der Invarianz von Differentialgleichung 69 fiir x := 1/kx und y := 1/1y nach
Formel 81.

A=K sn* (VK- k) (146)

Beweis. An dieser Stelle soll zur Abwechslung ein anderer, ebenfalls sehr einfacher Weg, be-
schritten werden. Dazu evaluiert man Transformationsbeziehung 140 am Extremwert xg — oo,
wo bekanntlich yg = 1/4 gelten muB.

I}
=
=)
| =

9]
i
Q <:N
(Y]
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4 Modultransformationen

4.9.6 Der Multiplikator M
Der Multiplikator M hat im Fall eines geraden n den Wert

e

[T sn (v;; k)
v=1,35....

n-2 ’
[T sn?(u%:k)
U=246....

M=(-1)2- (147)

Beweis. Der Multiplikator M kann diesmal nicht durch einfaches Einsetzen spezieller Werte
ermittelt werden, da er in der rationalen Form 140 nicht auftaucht. Statt dessen wird hier die
erste Ableitung der elliptischen als auch der rationalen Transformationsbeziehung herangezo-
gen und mit deren Hilfe M bestimmt. Zuerst wenden wir uns deshalb dem Ausgangsproblem
der Transformationstheorie, ndmlich Differentialgleichung 71 zu. Um einen relativ einfachen
Losungsweg zu beschreiten, konzentrieren wir uns dabei auf die Nullstellen x,,bzw. u,,mit
Uy = mK/n=mMA (m ungerade).

1
M=) -2

V= (xm k)=

Aus dieser Gleichung kann man, wenn f”(x,,; k) bekannt ist, sofort den Parameter M ermitteln.

1
M= 148
I Goms K)en(uy; k)dn(u,; k) (148)

Die erste Ableitung der rationalen Transformationsbeziehung 140 kann durch logarithmische
Differentiation gewonnen werden. Dazu seien vorab noch die folgenden Kurzformen vereinbart
und ihre Ableitungen gebildet.

x? , 2x
pv()=1- 2 py(x) = 2
v v

g,(x) = 1 —kK*a’x* q,(x) = —2k*a*x

Es folgt die eigentliche Differentiation von

zZu



4 Modultransformationen

[ Ooms B = ’pu(X)]’ qu(%)
fOm k) G4 Lau( ] pu(x)
n—1 r n—1 ’
’ Pyv(x) p/l(-x) CI/J(X)
£ Coms ) = —] [_] KAG)
g DS PEE) R PR Es) e
= pv(x)} "Z‘l Pi(0q,(x) = ¢/, (X)py(x)
v=13.5... fb/(x) u=135,.. Py(x)q;;(x) ’

Setzt man jetzt die Nullstelle x,, ein, dann verschwindet p,,(x,,) und demzufolge (eigentlich) das
ganze Produkt sz,s,s,... py(x)/qy(x). Da in diesem Fall aber der Summenterm mit g = m eine
behebbare Unbestimmtheit aufweist (Kiirzen von p,,(x) im Produkt mit p,(x) im Nenner der
Summe), verschwindet der Summenausdruck. Dabei gilt es p;,(x,,) = —=2/x,, zu beriicksichtigen.

Pin()gm)_q;n(ﬁgm)] 1 P

’ ms K) =
f()g ) [pm()gm) Qm(X,m) _QV()gm)

v=135,..

_p;’n(xom) ﬁ pv(xom)
() |55 av(Xm)
1

2 1 7 pGw)
Xm gm(Xm) =135, Gv(Xm)
vEmM
s’ (U K)
~ 2 1 ﬁ Ty k)
s k) 1=Kt k) AL 1= k2sn2 (s K)sn? (i K)

v#Em

Durch Hinzunahme von Multiplikationsformel 47, kann man (dhnlich wie bei der Transformati-
onsbeziehung) weiter vereinfachen zu:
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4 Modultransformationen

"(xm: k) = (-2)% — sn[(m—V)f;k] Sn[(m+v)§;k]
s k) = sn(m%; k)[l —k2sn* (m% k)] VJI_:!__ sn? (Vg; k)

(=2)} 7"[_11 sn[(m—)%: k] sn[(m+v) K k]

) sn(m%; k) [1 —k?sn* (m% k)] n]:[1 sn? (v’;(; k)
v=1,35,...

n n—1
Dfsn{misk) 1 snfom=is i snfme i
el T e

Die Indizes m — v bzw. m + v durchlaufen, wenn man sie zusammenfaft, alle geraden Werte von
m—(n—1) bis m+ (n—1), ausgenommen die Werte 0 und 2m, fiir die v = m gilt. Mit etwas
Vorstellungskraft fiir den Verlauf des elliptischen Sinus und den daraus generierten Nullstellen
und Extremwerten ist offensichtlich, daf} (abgesehen von den zwei genannten) alle Werte uK/n
(fiir gerades u) einer Halbperiode des elliptischen Sinus’ durchlaufen werden. Der Produktterm
im Zihler ist demzufolge auch darstellbar als

n=2 2
n-1 L_H sn (,u%; k)]

(m—V)g;k] Sn[(m+v)§;k] =

vl:sl . sn (2m K. k)

v#Em

Der Ausdruck im Nenner dieser Gleichung kann durch Anwendung der Verdoppelungsformel 51
so angepalit werden

n-2 2
2o K. K.
n—1 © [1 —k?sn (m;k)] :12’£ Sn(ﬂz’k)
1—[ sn|(m—v)—;k|sn (m+v)—;k]: = = —
=L, n n 2sn (m;; k) cn (m;; k)dn (m;; k)
daf} die Ableitung an einer Nullstelle nun geschlossen dargestellt werden kann.
. n=2
(~DF T s0®(uk:k)
=24,..
£ Con k) = - (149)
° n—1
en{mtit)an(ntie) 1 s (v5:)
v=1,3,
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4 Modultransformationen

Einsetzen in Berechnungsformel 148 liefert (endlich) den Multiplikator M.

4.9.7 Das komplementéare Modul £’

Die Formel fiir das komplementire Modul k&’ kann durch Evaluation der Beziehung 145 fiir dn
an der Stelle y = f(1; k) = (=1)"/? ermittelt werden.

nf[l 1 — k*sn? (VK‘ k)
P Ve e
n-2
_ K.
ﬂzzl,:tlﬁ,...l K2sn? (u&; k)

4.10 Zweite elliptische Haupttransformation, n ungerade

4.10.1 Periodenbeziehungen

Typisch fiir die 2. elliptische Transformation ist, daf} die imaginére Periode 2Q" = 2MA’ von y =
g(u/M; ) genau n-mal die imaginire Periode 2w’ = 2K’ von x = h(u; k) teilt, die reellen Perioden
aber gleich sind (n-te Teilung der imaginéren Periode, vgl. Fall y = 1, § = n in Abschnitt 4.5). Es

handelt sich bei der Beziehung A = p(k) also ebenfalls um eine Modulgleichung vom Grad n mit
dem zugehorigen Periodenverhiltnis

— =n—. (150)

Allerdings kommt wegen y = 1 nur der Wert C = O fiir die Integrationskonstante (vgl. Ab-
schnitt 4.5) in Frage, damit reelle Funktionswerte auf Wegabschnitt @ in Abbildung 8a bzw.
nach Tabelle 5 entstehen.

4.10.2 Funktionsverlauf

Der Funktionsverlauf y = f(x; k) kann mit Hilfe von Abbildung 18 aus dem Verlauf des Pa-
rameters u entsprechend der, in Abbildung 8a definierten, Wegabschnitte erklart werden. Auf
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|
\ ¢
Re(y)

a
Al -
|

/Q‘ ‘ A 1A
\\\\\\ = /ég‘\‘\t‘\‘\\\\\\\ '{:‘t\\\\\
R R ARG
OO 'A \ W* ‘\\“
i
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R
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L
—

Abbildung 18: Parameterdarstellung der 2. elliptischen Transformation (n = 3)
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4 Modultransformationen

(D

1. /k

Abbildung 19: Zweite elliptische Haupttransformation (n = 7)

Abschnitt (D verlaufen x und y ausgehend vom Ursprung im Wesen gleich. Da im Intervall
K <u < K+jK’, d.h. auf Teilstiick @, die imaginidre Halbperiode MA’ von y = g(u/M; A) n-
mal durchlaufen wird, existieren dort keine reellen Nullstellen oder Pole. Statt dessen alterniert
y =nd(Im(u)/M; ') auf dem Weg 1 < x < 1/k genau n— 1 mal zwischen 1 und 1/1. Auf dem
letzten Teilabschnitt @ strebt y dann kontinuierlich gegen oo.

Der resultierende Funktionsverlauf y = f(x; k)ist in Abbildung 19 dargestellt.

4.10.3 Rationale Lé6sungsfunktion

Die Form der rationalen Losungsfunktion y = f(x; k) fiir die zweite elliptische Haupttransfor-
mation bei ungeradem Grad n kann ausgehend von Abbildung 18 sowie den folgenden Uberle-
gungen abgeleitet werden.

1. Es existieren eine einfache Nullstelle® bei u = 0 sowie n— 1 weitere bei jeweils u, =
+HjuMAN' = +juK’/n, u gerade.

2. Die n—1 Pole liegen bei u, = +jvMA’ = £jvK’/n, v ungerade.

3. Firu — 2K +jK’ geht y gegen Unendlich, was sich im Grad von Zihler- und Nennerpo-
lynom widerspiegelt (n = n’ + 1, vgl. Abschnitt 4.3).

50Dje Nullstelle ist deshalb einfach, weil die weiteren Ableitungen an dieser Stelle nicht verschwinden.
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4. Sowohl y = g(u; k)als auch x = h(u; k) sind ungerade Funktionen, deshalb y = f(x; k) eben-
falls.

Aus diesen Griinden kann man als rationale Transformationsfunktion

n—1 5
[ 1+
X pu=246... H
y=sn(y;; ) = T (151)
[ o1+5
v=1,3,5, dy
mit
_ K .
ay =sc(n&; k') (152)

angeben.

Beweis. Die vorangegangenen Uberlegungen erlauben es, als Ausgangspunkt fiir die Losungs-
funktion folgende Form anzugeben.

n—1

[T(x—- xop)
y=Ax ki

n—1

Hl(x—)gy)

y=

Nimmt man die konkreten Werte der Pole und Nullstellen hinzu

x = s (jus k) = jse (& k) = jay

Xy = sn(jv%; k) :jsc(v%; k’) =jay,

und beriicksichtigt das betragsmiBig doppelte Auftreten aller Nullstellen und Pole,”' dann 148t
sich die Ausgangsformel konkretisieren.

n—1 ) ) n—1 ’ n—1 2
[1 (x + aﬂ) [l a, [ 1+
1=2,4.6.,... U=246,.. = =246, u
y=Ax =Ax .
n=2 5 ’ n=2 ’ n=2 2
X
1 (2+al) [ & T 1+5
v=135,... v=135,... v=135,... v

51Und denkt auBerdem an die imaginire Transformation des elliptischen Sinus’ nach Gleichung 57.
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Eine weitere bekannte Form der Transformationsbeziehung 151 ist:>

X
x 19 I+ a x 1 1+k2d2 (153)
y=— > = — _—
Mp:246 L+Rapx> M 1o 1+5

Beweis. Beide Darstellungen sind schnell zu beweisen, wenn man auf jeden Faktor im Zahler
bzw. Nenner von Gleichung 151 die Beziehung sc(K’ —u; k') = k~'cs(u; k') nach [AS72, 16.8]
anwendet und danach geeignet umindiziert. Beispielhaft wird hier die beschriebene Umformung
fiir den Nenner durchgefiihrt, wobei der neue Index u = n — v eingefiihrt wird.

[ 1+
X U=2.4.6,... A
y = =
M n-2 2
T 1+ <
v=135... SCZ(V—, k')
n—1 5
1+ 2—2
X u=2,4,6 u
B M n—1 ’
I1 1+kzscz(,uK7;k’)x2
U=2,4.6,...
2
n—1 1+ x_2
_ X I
- 2.2.2
=246 1+ kaix

4.10.4 Nullstellen (Koeffizienten)

Die Nullstellen waren der Ausgangspunkt bei der Ermittlung der Koeffizienten von Nenner- und
Zihlerpolynom in Transformationsbeziehung 151 bzw. 125. Sie liegen in diesem Fall nicht di-
rekt auf den schon desofteren betrachteten Wegabschnitten (D - @ von u, sondern auf imagindren
Punkten innerhalb des Periodenrechtecks (vgl. auch Abbildung 18 sowie imaginére Transforma-
tion nach Gleichung 57, Abschnitt 57).

)gﬂzjaﬂzjsc( I%;k’), u=2,4,6,....n—1.

32Sie entspricht genau Transformationsbeziehung 125 fiir die erste elliptische Haupttransformation bei ungeradem
Grad n, wenn man dort imagindre Koeffizienten ansetzt.
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4.10.5 Polstellen

Die n—1 Pole wurden (wie die Nullstellen auch) schon bei der Herleitung der rationalen Trans-
formationsbeziehung bestimmt. Sie sind jedoch auch leicht aus Gleichung 151 abzulesen.”?

4.10.6 Extremwerte

Die lokalen Extremwerte, welche auch in Abbildung 19 zu erkennen sind, liegen bei

xp=sn(ug: k) =+nd(vE: k), p=0,1,23,..n-1

VE = sn(”ﬁE;A) :{

4.10.7 Beziehung fiir sn

Einsetzen der Koeffizientenformel 152 in die rationale Transformationsbeziehung 153 fiihrt zu
den elliptischen Darstellungen

sni k) T 1es (@i k) s’k
M u=246,. | Hk?sc? (,u’%; k’) sn?(u; k)

sn(u; k) n=2 ] 4 k2gc? (v%; k’) sn(u; k)
M =135, 1+cs? (V%; k’) sn?(u; k)

n—1 ,
[T 1+cs? ,u%;k’ sn2(u; k)
_osn(us k) p=246... ( )
= —
3.5,..

M n ! ’
[T 1+cs? (VKT; k’) snZ(u; k)
v=1,3,5

Die Formeln fiir den elliptischen Cosinus und die Delta-Amplitude kann man z.B. [Ach70,
Tab. XXIII] entnehmen.

530der wieder Beziehung 85 beriicksichtigt: x, - x, = 1/k.
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4.10.8 Der Multiplikator M

Der Multiplikator M kann durch Evaluation der Transformationsgleichung 151 oder 153 an der
Stelle y = f(1; k) = 1 gewonnen werden.

n—1
1+i 1
1 = F2A6 ”5 l—i ta o 1+k2 ; (154)
= . 1+k2a) L
I 1+_2 246 y=135.. T a2
v=135,.. v

Einsetzen der Koeflizientenformel 152 fiihrt zu einer weiteren, bekannten Darstellung des Mul-
tiplikators M.

n]:[Z sn? (Vﬁ ; k’)

o TS "’ (155)
n—1 ,

T sn?(u&: 1)

1=2,4.6....

Beweis. Der Bewetis ist nicht schwierig, wenn man sn?u +cn”u = 1 beriicksichtigt.

n-l cnz(/lK'/l’l; k')
21,:1[,6,... 1+ snz(ﬂK'/n; k"

mM=5

n=2 1+ en2(vK’ [n; k)
v=135... snz(VK,/l’l; k'

n=1 snz(yK’/n; k')+cn2(/JK’/n; k'
p=246.. s (UK’ [ k)

"IIIZ sn2 (VK [n; k' y+en2vK' [n; k)
V=135, sn2(VK' [n; k')

n—1 1 n-2

2(,K . 1
Sy = B [T sn (V—, k)

p=246... UK M KD s "

n-2 - n—1

1 sn?(u: k)

|
5. K KD g

4.10.9 Das Modul 2
Das Modul A kann auf gleichem Wege wie der Multiplikator M bestimmt werden, nur wird dazu

der schon bekannte Funktionswert y = f(1/k; k) = 1/4 herangezogen, vgl. 18. Evaluation von
Transformationsbeziehung 151 an dieser Stelle ergibt sofort
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4 Modultransformationen

H 1 + k2a2
v=1,3,5,... v
A=kM
n—1 |
1+ e
u=2,4.6,... H

Wieder sind die Beziehungen sc(K’ —u; k') = k™'cs(u; k') sowie sn?u +cn®u = 1 gefolgt von
Umindizierung im Zihler und Nenner giinstig anwendbar, um ausfiihrliche Darstellungen zu
entwickeln.

E= 2(,, K
1+sc (:“7§ k’)
n=2,4.6,...
A=kM
n—2 K
1 +sc? (VT; k’)
v=1,3,5,...
n—2 ,
[T cn? (VKT; k’)
v=1,3,5,...
=kM ;
n— ’
[T cn?(uf: )
U=246,...

Ausgehend von der Transformationsfunktion nach Gleichung 153 kann eine weitere bekann-
te Formel fiir A ermittelt werden. Sie bezieht Gleichung 154 fiir den Multiplikator M ein und
stiitzt sich (genauso wie bei der ersten elliptischen Haupttransformation, vgl. 136) auf die vierte
Potenz der Koeffizienten a,,.

n—1 2
I 1+ a,
1+ 55
p=246, Ra
n-1 1+
_ 2 4 “
=M M1+ k22
u=2,4.6,
n—1
= Mk a, (156)
n=2,4,6
n—1
= M*K" sc4( K7, k’)
U=2.46....

4.11 Zweite elliptische Haupttransformation, n gerade

Da hier genau die gleichen Bedingungen wie fiir den Fall ungerader Ordnung n gelten (vgl.
Abbildung 18), sind die meisten Beziehungen &dhnlich. Einziger Unterschied besteht generell
darin, dal der Grad von Zihler- und Nennerpolynom entsprechend angepal3t werden muf3.
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f 1/

0 — X
0 1 1k —> o

Abbildung 20: Zweite elliptische Haupttransformation fiir n = 6

[T 1+

" X p=246,.. %
y:sn(ﬁ;/l)=ﬂ- = (157)

[no1+%

v=1,3,5,... v

Der Grad des Nennerpolynoms ist n, der des Zdhlerpolynoms n — 1, was dazu fiihrt, daf sich die
Funktion fiir x — oo der Nullinie nihert. Dieses Verhalten ist auch im zugehorigen Funktions-
verlauf nach Abbildung 20 gut zu erkennen.

Die Koeffizienten bestimmen sich genauso wie fiir den Fall ungerader Ordnung n, also wie in

Formel 152, zu

xp=jay=jsc(u&:k),  p=24.6,...n-2.

Gleiches gilt fiir den Multiplikator M, fiir den ebenfalls nur der Grad von Zihler und Nenner in
Gleichung 155 zu korrigieren ist.
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n—1 ,

[T sn? (VK?; k’)
v=1,3,5,...

n-2 K

I1 snz( o k’)

1=2,4,6....

M =

Anders beim Modul A, welches (im Gegensatz zum Fall des ungeraden ») hier nicht durch Eva-
luation der rationalen Transformationsbeziehung an der Stelle x = 1 ermittelt werden kann. We-
gen der jetzt geraden Ordnung # ist der Funktionswert dort namlich 1 ist und nicht 1/4 (vgl. Ab-
bildung 18). Der Wert 1/4 wird hingegen an den Extremstellen, d. h. bei ug = 2v+ 1)K’ /n,veZ
angenommen. Es ist also naheliegend einfach einen dieser Werte (xg,yg) in Beziehung 157 ein-
zusetzen.

n-2 )
Mo1+%
1 Xxp p=246.. Y
z - ﬁ n—1 )
Mo1+%
v=135.... v
n-2 2 K’/n' k’)
’ 1+—nd( .
nd (471K y:zl,;[,@... se2(uK” [n; k)
A = .
M nl:[1 | 4 MK/ K

v=1,3,5,... m

5 Numerische Berechnungen

5.1 Der AGM-Algorithmus

Der Algorithmus des Arithmetisch-Geometrischen Mittelwertes (AGM) stellt eine effiziente
Moglichkeit zur numerischen Berechnung des elliptischen Integrals erster Art dar [Cay76, XIII],
[Tri48, IV, § 7], [Hur00, 1I-7, § 6].* Er ist eine konsequente Anwendung der Gauss-Transfor-
mation von Abschnitt 4.7.2 auf die elliptische Differentialgleichung 70 wiefolgt:>>

1 de a dy
1+k \/l—ﬂzsin29 \/l—kzsinch

(158)

Aus der LEGenDRE-Form der elliptischen Differentialgleichung 70 kann man natiirlich auch ei-
ne entsprechende Gauss’sche Form ableiten. Dazu sollen zuerst die Darstellungsformen von

34Sowohl C.F. Gauss als auch J. LANDEN haben sich im 18. Jahrhundert eingehend mit diesem Algorithmus beschif-
tigt.
35 Auf eine Indizierung der Grofen mit “g” wie in Abschnitt 4.7.2 wird hier verzichtet.
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5 Numerische Berechnungen

Formel 9, 6, 7 und 8 rekapituliert und auf die Ausdriicke der linken und rechten Seite von Glei-
chung 158 angewandt werden.

dr d b
ai 1 = L4 , t1 = by tane, kK = -1
\/(zf +a3)(17 +b?) \/ 1-k2sin’ g @

ds do b

ao 2 = , to = botané, =2
J@+a)@+5) V1= 2sin’6 o

Mit dieser Indizierung schreibt sich Differentialgleichung 70 in der Gauss-Form

dr dry

= : (159)
JE+a)B+bY) B +a)E+ b

Bevor diese wichtige Relation nun bewiesen wird, sollen die Beziehungen zwischen den Modu-
len k und A auf der Basis von a, und b, dargestellt werden.

k= 1- _ao—bo
Y _ao+bo

(160)

Ersetzt man auch auf der linken Seite noch das Modul, so ergibt sich folgende Gleichung.

1_ﬁ _ao—bo
% a0+b0

a
ai—=by  (ag—bp)?

ar ~ (ap +bo)?

Nach Erweiterung der rechten Seite wiefolgt

ai b} 4ag - bo)

a% B 4(610 + b())2

kann man (durch Vergleich von Zihler und Nenner) die Basisbeziehungen des AGM ableiten.

_a0+b0_@ ,
a==5—=20+1) (161)
— b\
a%_;ﬁ:(%)
bo\ —bp\’
;ﬁ:(“O; 0) _("02 0) = agho (162)

Mit diesen Voraussetzungen ist ein Beweis von Differentialgleichung 159 einfach zu erbringen.
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5 Numerische Berechnungen

Beweis. Dazu geht man von der LEGENDRE schen Form in Differentialgleichung 158 aus.

dr a dry

NET
(@ +ad) @5+ D7)

aj
(i} +a)) @3 +b?)

Der “Multiplikator” ag/(1 + k) in dieser Darstellung ist nun aber genau Eins, was Anwendung
von Formel 161 schnell zeigt (wenn man aulerdem das Modul k durch A ersetzt).

dr _ap 1 dry
Ta (1+k)

Eray+bry AR L 222
_ap 1+ dzo
=222

@ (2 +a2)(B2 +bY)
dry

(5 +ag)(15 + bg)
O

Was nun die Beziehung zwischen 7y und #; angeht, so ist sie ja durch die trigonometrische Be-
ziehung 119 der Gauss-Transformation festgelegt.

to = botan@

1 +tan? ¢
1+k?tan? ¢

by 2 n 1+t%/b%
1+ by \ 1+k7267/b7

_2apby aity |bi+1]
ag+by b7 \ai+13

=bo(l +k)tane

2 2
bl-‘rtl

2,42
Cl1+l‘1

=1 (163)

Zuriick zum eigentlichen Algorithmus 148t sich nun die folgende Iteration durchfiihren,
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5 Numerische Berechnungen

ai+b,~
2 b

bir1 = Yaib; (164)

i+l =

wobei die Anfangswerte ap und bg nicht-negative Zahlen (mit ag > by) sein sollen. Dabei ni-
hern sich fiir i — co beide Werte a; und b; einem gemeinsamen Grenzwert,’® dem sogenannten
AGM [Tod84].

M(ao, bo) = ,-lir?o a; = llirg b; (165)

Um diesen Grenzwert zu finden, bildet man zuerst das unbestimmte elliptische Integral

© dr;
f : (166)
—oo 2 2212
(5 +a; )17 +b;)
und kombiniert es mit Relation 159.
0 dt; e ds;
f i — f i+1 ) (167)
@b @ v ) b))

Die Beziehung zwischen den Integrationsgrenzen ist durch Gleichung 163 gegeben, d. h. wenn
das Integrationsintervall auf der linken Seite von —co nach +oco lduft, dann geschieht dasselbe
auch auf der rechten Seite der Integralgleichung.

Nimmt man das rechtsseitige Integral als Ausgangspunkt fiir den nichsten Iterationsschritt,’” so
kann man unter Beriicksichtigung von Formel 165 auch schreiben:

f"" dry B f‘x’ d; B
o J@+a) @G +by) Y (@ +ad) i+ DY)

:hm;f dr
T (@ +ad)(i +bY)
3 f“ dr
—o A/[£2 + M2 (ag, bo) (12 + M?(ao, bo)]

3 f"" dr
—o0 124+ M?(ag, bo)

arctan X
M(ao, bo) M(ao, bo)

o0

_ T
e M(ag,bo)

56 Aus diesem Umstand kann man ein einfaches Abbruchkriterium ableiten.
5TBeziehungsweise interpretiert die Gleichung riickwiirts bis hin zu a, bg.

95



5 Numerische Berechnungen

Bedenkt man weiterhin, dafl der Integrand in Gleichung 166 eine gerade Funktion ist, kann
folgende Integraldarstellung fiir M(ag, bg) gegeben werden:

M(ag,bo) = . (168)

‘[ Jﬂ ﬂ+N)

5.2 Vollstandiges Elliptisches Integral

Das Vollstiandige Elliptische Integral K kann ausgehend von Gleichung 168 ebenfalls mit Hilfe
des AGM-Algorithmus’ berechnet werden. Dazu wird Gleichung 168 als vollstandiges ellipti-
sches Integral erster Art K (k) ausgedriickt, indem man wieder Formel 28 hinzuzieht.

T a
M(ag. bo) = =3 0 2 (169)
\/t2+a0 )(2+82) 0

Umstellen nach K bedeutet:

b2
Kli1o20]=%. %
at] 2 Mao,bo)

Wihlt man nun z. B. ag = 1, was die Voraussetzung ag > by erfiillt und setzt k = V1 — bg /a(z) als
Argument, so gilt fiir by = V1 —k? = k’. Damit berechnet sich das Elliptische Integral erster Art
zu:

K k) = (170)

wm
=
~~
'
g
=5

was der zugehorige Algorithmus 1 wiederspiegelt.

Fiir die Darstellung von K mit Hilfe des Modulwinkels ¢, d.h. fiir k£ = sin¢, ist by = cos¢ zu
wiihlen.

3 da
K@= [
0 \/ 1 —sin?¢sin’a

96



5 Numerische Berechnungen

Algorithmus 1 Numerische Berechnung von K (k) mittels AGM
Require: &> 0 { Abbruchkriterium}
Require: £ <1 {Modul}

ao@l

by = k' {k' = V1 —k%}

i<0

repeat
a1 = === [AGM)
bis1 & Vaib;
isi+1

until a; — b,’ <&

T

Kk
()ca,’+bi

Jetzt soll noch kurz auf die Produktdarstellung fiir K eingegangen werden. Dazu benutzen wir
Formel 94 aus Abschnitt 4.7.1 im Sinne von A = K(k;;1), K = K(k;) und schreiben als reelle
(Viertel-) Periodenbeziehung

1K,

Tk

2
K(k;) = WK(]CHI), ki1 =
i

mit dem Ausgangspunkt K (k) = K(kp). Bei einer unendlichen Anzahl von Iterationen wird k
Null und wegen Gleichung 26 gilt:

N-1 N-1 )
L 2 N et T 2
K& _I\I/I—I}c}oK(kN)g 1+k; _1\}1—1;202 K k) !;I(1+ki) 2 !:0[ 1 +k; '

Das heiBlt, die Zwischenwerte a; und b; eines normalen AGM konnten zur Berechnung des Pro-
dukts verwendet werden, wenn man die Beziehung k! = b;/a; beriicksichtigt.

5.3 Unvolistandiges Elliptisches Integral

Der Berechnungsalgorithmus fiir F(p; k) basiert auf der iterativen Verringerung des Moduls k
mit Hilfe der (aufsteigenden) Lanpen-Transformation von Abschnitt 4.7.1.5% Dazu werden aus-
gehend von ¢g = ¢ und kg = k die Formeln 108, 111 und 96 benutzt [Bul65], [HR63].

38Bei gleichzeitiger VergroBerung der Amplitude .
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5 Numerische Berechnungen

L +ki

F(epi; ki) = F(pis1; kiv1) 71)
(1+k))tang;
tangi ] = ————— 172
" 1-k!
i+1 = 1 +kl,
N-malige Anwendung der Gleichung 171 fiihrt zu
N
F(g: k) =2"VFlgn: k) [ [ +k0) . (173)

i=1

Setzt man solange fort bis die Niherung ky ~ 0 akzeptabel wird, dann kann der Spezialfall
F(¢; 0) = ¢ nach Formel 12 herangezogen werden

F(on; kn) = Flon: 0) = ¢ .

Einsetzen in Gleichung 173 ergibt letztlich:

N
Fg: ) =2"on | [ +k).
i=1

Wegen der Periodizitit des Tangens ist man vom Argument ¢ her zunichst auf das Intervall
[-7/2,+m/2] beschriankt. Hier kann man sich jedoch mit Reduktionsformel 15 helfen, wobei
dann allerdings die Berechnung von K (k) mit Hilfe des AGM unumgénglich wird.

Praktisch wird allerdings fast immer der AGM-Algorithmus (vgl. Abschnitt 5.1) in Verbindung
mit Gleichung 7 implementiert, um das unvollstdndige elliptische Integral F(¢p; k) numerisch zu
bestimmen. Dazu ist nur Gleichung 172 anzupassen,

bi .

b
1 -2 tan?g;
_ (a;+bj)tany;
B a; — b; tan? ©i

denn die Modultransformation wird ja direkt durch das AGM realisiert.

In diesem Zusammenhang kommt fiir die Berechnung von ¢; auch héaufig Gleichung 109 in der
Form
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5 Numerische Berechnungen

tan(y;y1 — ;) = k, tang;

i
= —tany;
ai

zur Anwendung.

5.4 Elliptischer Sinus

Wendet man die Gauss-Transformation entsprechend Gleichung 113 zur Berechnung von sn(u; k) =
sn(uo; ko) in der Form

(1 + kiv1)sn(is1; kiv1)

. 174

sn(u;; ki) 1+ kiv1sn?(uir1; kiv1) o
u; ok

. = b k' Y k‘ 175

U o i L+k - o

an (vgl. [Bul65], [HR63]), so fiihrt dies fiir k < 1 letztlich zu einem Modul lim &; = 0. Bricht

—00

man den Vorgang nach N Iterationen ab, so gilt:>°

N
— Uo ~ .
= (L+k)A+ka)--- (1 +ky_1)(1+ky) ug !:1[(1+kz) )

Mit ky ~ 0 kann man fiir sn(uy; ky) nun folgendermallen nihern:®

sn(uy; ky) ~ sn(u; 0) = sinu .

Nach Ermittlung von uy kann man durch inverse Interpretation (i = N...0) der Abstiegsglei-
chung 174 riickwiérts sn(xg; ko) = sn(x; k) berechnen.

(I +k;)sn(u;; k;)

. ’k_ =
sn(ui-1; ki-1) 1 +k;jsn2(u;; k;)

Effiziente Implementierungen greifen hier fast immer auf die Zwischenwerte des AGM (vgl. Abschnitt 5.1) zuriick,
um k;;1 nach Formel 160 zu bestimmen.
60Nach [Pev92] ist der Fehler [sn(xy; kn) — sn(x; 0)] < §k2.
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5 Numerische Berechnungen

Das Modul &; kann hierfiir dquivalent zu Formel 102 in jedem Schritt riickwérts berechnet wer-
den.%!

— ki+1
I+ ki+1

i

Nach [Pev92] ist der absolute Gesamtfehler des Verfahrens kleiner als K (k) k12v /2.

61Da die Werte k; eigentlich schon von der absteigenden Iteration bekannt sind, kann auf die Neuberechnung ver-
zichtet werden, wenn man den zusitzlich notigen Speicherplatz akzeptiert.
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5 Numerische Berechnungen

Algorithmus 2 Numerische Berechnung von x = sn(u; k)

Require: &> 0 { Abbruchkriterium}
Require: k<1 {Modul}

X0 <= X

k() <=k

ap < 1

b() =k

i<=0

while k; > £ do

kiv1 & by
a; + b,‘
if ki11 > k; then {Konvergenzproblem?}
if ki1 > 1/2 then {Fall k = 1}
X < tanhu
else {Fall k =0}
X <sinu
end if
return
end if

Xi

Xiy] <= {Gleichung 175}
1 +kiy1
- a; +bl’
ai
i+1 D)

biy1 & +ab;
i<i+1
end while

{AGM}

x; & sinx; {sn(xy; ky) = sn(xy; 0) = sinuy }

repeat

1+ ki)x;
riy e LR G chung 174)
1+kix?
i & i—1 {Riickwirts-Rechnung }
until i =0

X < X
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6 SOLOTAREFF’s drittes Problem
6 SoLotarerr’s drittes Problem

E. I. SoLoTaREFF hat sich in [Sol32] mit mehreren praktischen Problemen der gleichmifBigen bzw.
TscHEBYSCHEFF-Approximation auseinandergesetzt, von denen insbesondere das dritte Problem
hier von Interesse sei.®”> Es widmet sich der Suche nach einer gebrochen rationalen Funktion
f(x) = U(x)/V(x), welche im Intervall |x| < Vk am wenigsten von Null abweicht (mit 0 < k <
1), dagegen fiir |x| > 1/ Vk am stirksten von Null verschieden ist. Dabei sollen U (x) und V(x)
algebraische Polynome der Form

n
U(x)=ch,x”=cnx”+---+czx2+c1x+c0 (176)
v=0

V)= ) dyx = dp ™+ -+ dox* +dy x +d
1=0

sein, deren Koeffizienten c,und d,, bzw. Nullstellen der Linearfaktordarstellung entsprechend
der Zielvorgabe (fiir die Fehlerfunktion, vgl. Toleranzschema in Abbildung 21)

max f(x)
xl< V&
1 = Min. (177)
max —
|x\2# f(-x)
bestimmt werden.

SoLoTAREFF hat nun aus Symmetrieeigenschaften sowie der Bedingung

1
st
X
die folgende Form von f(x) geschluifolgert [Tod84]:

2

fo~[]2s

178
1 —b2x2 (178)

Die Losung dieser Approximationsaufgabe bzw. der nach 177 beruht auf Jacosr’schen ellipti-
schen Funktionen in Verbindung mit der ersten elliptischen Haupttransformation. Um den spezi-
ellen Intervallgrenzen in SOLOTAREFF’s drittem Problem Rechnung zu tragen, miissen die Achsen
allerdings noch passend skaliert werden. Dazu setzt man in den rationalen Transformationsbe-
ziehungen 140 und 125

62Kurze Darstellungen sind auch in [Tod84], [Ach67, II] und [Ach70, § 50] sowie [Pil54] zu finden.
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6 SOLOTAREFF’s drittes Problem

Iyl
R e
T NN s v
PR SN
: o Ix]
0 1%/2 1 k—1/2 _
Abbildung 21: Toleranzschema fiir | f(x)|
: )
X= — o
Vi Va
und erhalt
2
n—1 1_7
v ]I ﬁ (n ungerade)
f(x; k) = =246,
n—1 1_1:;_2
ﬁv: 11;15 l—ka?,:@ (n gerade)

bzw. nach den Parameterdarstellungen 124 und 139 der ersten elliptischen Haupttransformation:

xX= ‘/%sn(u' k) Fflxs k) = V2 sn(u/M; ) (n ungerade)
o ’ cd(u/M; ) (n gerade)

Die Verschiebung der ehemaligen Extremwerte y = =1 und y = +47! hin zu +1'/? und +171/2
entspricht dem Toleranzschema nach Abbildung 21, wenn man die Verldufe der ersten ellipti-
schen Haupttransformation in den zugehorigen Abbildungen 15 und 17 betrachtet.
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6 SOLOTAREFF’s drittes Problem

Passt man auch die Berechnungsformeln 138 und 146 fiir A an, dann ist auch & = V2 leicht zu
ermitteln.

n-2
vk I ksnz(vf;k) (n ungerade)

P v=135,...

n—1
[T ksn? (v%; k) (n gerade)
v=13.5....

Beriicksichtigt man fiir den Fall eines ungeraden n die Gleichung 136 und fiir gerades n entspre-
chend 146 in der Form

2
— = (kaz) (n ungerade)
2
A= (ka ) (n gerade)
dann ergeben sich noch die folgenden Vereinfachungen:

n=1 n-l ka2—x?
-z x H6 o (n ungerade)
4

L) — v=2,4.6,...
faky=q (179)
Df I {575 (neerade)
v=1,35,... v

Beziiglich des SoLoTarREFF’schen Ausgangspunktes nach Beziehung 178 kann man nun die Un-
bestimmten b, angeben.

b, = \/l;av

Wegen der Skalierung der x-Achse verschieben sich natiirlich auch alle Nullstellen und Pole
nach den Formeln 128 und 127 (n ungerade) sowie 141 und 142 (n gerade).

Die Berechnungsformeln 126 und 141 fiir die Koeffizienten a, bleiben unveréndert bei:
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6 SOLOTAREFF’s drittes Problem

a, = sn(v%; k) .
Sie reprisentieren letztlich das Ergebnis der Bestapproximation.

Beweis. Der Beweis der Bestapproximation beruht auf TscHEBYSCHEFF’s Alternantensatz [Mei64,
Satz 23], welcher angewandt auf die Ausgangspolynome 176 in kurzer Form lautet [Mei64, § 6]:

Die Funktion f(x; k) = U(x)/V(x) stellt dann eine Minimallosung dar, wenn die absolute Feh-
lerfunktion

J(x; k) (x| < V)
e(x) = 1 1
—  x=—=)
fxs k) Vk
im Approximationsintervall genau m +n + 3 Extremalpunkte hat,%> an denen sie alternierend den
Wert +¢ annimmt. Beriicksichtigt man den Polynomgrad in Zihler und Nenner der Losungsfor-
mel 179, dann gilt:

n—1 (n ungerade)
m= .
n (n gerade)

Betrachtet man nun einfach die Funktionsverldufe der ersten elliptischen Haupttransformation
in den Abbildungen 15 und 17, dann ist zu erkennen, dal &(x) genau n+ 1 Alternantenpunkte
im Intervall O < |x| < k'/2 und dazu nocheinmal m + 2 solcher Punkte im Intervall k~1/2 < |x] < oo
hat.

Aufgrund ihrer Anzahl sowie des alternierenden Fehlers + v/A an den Stellen x = +sn(vK/n; k) ist
die TscHEBYSCHEFF sche Alternantenbedingung erfiillt und die Funktion f(x; k) stellt folgerichtig
eine Bestapproximation dar. O

6311 + 1 unbekannte Koeffizienten im Zihler und m + 1 im Nenner, d. h. die Dimension ist demzufolge m +n+ 2, vgl.

[Mei64, Satz 23].
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